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Etude de fonctions, tracé de courbes ...

i

Equation dans IR

1.

Etudier les variations (signe de la dérivée et limites aux
bornes du domaine de définition) de la fonction :

T ma@m — 2z +4)
En déduire que I'équation
‘(22 —224+4)=5

admet une solution unique dans IR. Donner une valeur
approchée de cette solution.

Indications : diff, limit, solve, plot, fsolve.

2]

Courbe paramétrée. Tracer la courbe paramétrée suivante :

r = X(t) = cos3t
y=Y(t) =sin2t

Tracer les courbes d’équations az?+by* = 1 (ellipses) pour
x et y compris entre -1 et 1, en donnant a «a les valeurs 1,2
et 3 et & b les valeurs 1 et 2.

Méme question (hyperboles) avec a = —2 et des valeurs de
b égales 3 1 et 2. On prendra z € [—5,5] et y € [—10,10].
Tracer les courbes d’équations az + by? = 1 (paraboles)
pour z et y compris entre -2 et 3, en donnant a a les
valeurs -2 et -1 et & b les valeurs 1 et 2.

Indications : implicitplot, seq

4

Calcul d’intégrales.

Calculer les intégrales suivantes

_ 1 z?
1. NH |%I~ /\H._.|H+/\ﬂ&&
_ oz 1
2. Nw - %Ou m+m00mwa&&
_ 1
3. Nw = %OOO 247 dz
_ 1
4. NA = %Hoo .8|+A&&,
Indications : Int, int, infinity ,

2l

Calcul de primitives.

Rechercher les primitives des fonc-

tions suivantes :

1.
2.

fi 1z — e cos(bz) (a et b quelconques)
forz e In(z+ 1)



<l

Calcul d’aires On considére les quatre fonctions fi, f2, f3
et fy définies par

2
h@) =2 4o b =2, ) =1, fule) =

x

1. Représenter graphiquement sur un méme dessin ces quatre
fonctions. Définir les limites d’affichage convenablement
pour mettre en évidence la zone du premier quadrant (z >
0,y > 0)ou se rencontrent les 4 courbes.

2. On g’intéresse a l'aire enfermée par les 4 courbes. Donner
une valeur exacte puis une valeur approchée de 'aire de
cette portion de plan.

Fig. 1 — Calcul d’aire.

Etude d’une fonction définie par une intégrale. On
2z 1
pose f(z) = [, itﬁ&

1. Etudier les variations de la fonction
git—=tt+Ht+1

En déduire le domaine de définition de f.

2. Etudier les variations de f et calculer une valeur approchée
de ses extrema.

3. Chercher les limites de f en —o0 et +00.

4. Représenter graphiquement f sur |—2,2[. (Faire représenter
la partie réelle d’une approximation de f: ne pas oublier
que pour Maple, tout est complexe).

Indications : seq, display

Dessin en trois dimensions

1. Définir la fonction f telle que

2 2

flry)=e 2 pour —1<z<let —1<y<1
f(z,y) =0 sinon

2. Tracer la surface z = f(z,y) pour = et y entre -2 et 2. En
sélectionnant le dessin, faire varier les angles de vision et
la forme de la représentation.

3. Tracer les courbes de niveau k = 0.3, 0.6 et 0.9 correspon-
dant a cette fonction.



Expressions et structures de commande

2

Expressions logiques Le but de cet exercice est de spé-
cifier un ensemble de variables booléennes visant & résoudre
progressivement un probléme logique.

On teste le comportement d’Albert, un rat de laboratoire
en le plagant dans un labyrinthe ol se trouve un morceau de
fromage. Ce labyrinthe posséde trois portes coulissantes et un
mur escamotable (figure 2):

Albert

(

fromage

c2 @

FiG. 2 — Plan du labyrinthe

— le mur d est escamotable;
— la porte a peut occuper les emplacements al ou a2;
— la porte b peut occuper les emplacements b1 ou b2;

La configuration du labyrinthe est choisie au début d’une
expérience et n’est pas modifiée durant le parcours d’Albert.

Cette configuration est définie de la maniére suivante & partir
d’un nombre entier n (n € [1,99]) choisi par 'utilisateur.
— Si n est multiple de 5, alors la porte a est en al sinon, la
porte a est en a2.
— Si les deux chiffres de n ont méme parité, alors la porte b
est en b1, sinon la porte b est en b2.
— Si n est strictement inférieur & 50, alors la porte ¢ est en
cl, sinon, la porte ¢ est en c2.
— Si la somme des deux chiffres de n est strictement inférieure
a9, alors le mur d est présent, sinon le mur d est escamoté.

1. Définir la variable u qui représente le chiffre des unités
d’une variable n préalablement initialisée.

2. Définir la variable di qui représente le nombre des dizaines
unités d’une variable n préalablement initialisée.

3. Définir les variable booléennes al, a2, b1, b2, cl, ¢2, d en
fonction de n'.

4. Définir la variable booléenne mange en fonction de al, a2,
b1, b2, cl, c2 et d qui est vraie lorsque le chemin construit
conduit Albert au fromage, et fausse sinon.

5. A partir des questions précédentes, écrire un programme
qui regoit un entier n et qui renvoie la variable booléenne
mange.

Indications : not, and, or, mod, floor.

10

Table de multiplication Ecrire un programme qui affiche
une table de multiplication sous la forme d’un carré. On se

1. n sera consdéré comme appartenant a Uintervalle [1,99].



limitera a 9 et ’affichage produit par ’exécution du programme
sera conforme & :

> tableMult
11 21 3|1 4] 51 6l 7|1 8l o9l
2| 4| 6| 8| 10| 12| 14| 16| 18|
3| 6] 9| 12| 15| 18| 21| 24| 27|
4| 8| 12| 16| 20| 24| 28| 32| 36|
5| 10| 15| 20| 25| 30| 35| 40| 45|
6| 12| 18| 24| 30| 36| 42| 48| 54|
7| 14| 21| 28| 35| 42| 49| 56| 63|
8| 16| 24| 32| 40| 48| 56| 64| 72|
9| 18] 27| 36| 45| 54| 63| 72| 81|

Indications: Pour afficher un entier 7 sur 3 caractéres, on
pourra utiliser la fonction printf ("%34", i)

11]

Calcul du PGCD par l’algorithme de JOSEPH STEIN
Cet algorithme permet de calculer le PGCD de deux nombres
sans faire de division euclidienne, mais seulement avec des sous-
tractions, des comparaisons et des divisions par 2 (&< décalages
a droite). Il utilise les propriétés suivantes:

si a =ble PGCD est a (ou b)
si a et b sont pairs, leur PGCD est
le double de celui de§ et w
sinon, a et b ont méme PGCD que min(a,b) et | a — b |
1. Donner l'algorithme de STEIN
2. Coder cet algorithme avec le langage maple

Indications : min, abs

2

Nombres amis . On dit que deux nombres a et b sont amis
si:

La somme des diviseurs stricts de a est égale & b
a

La somme des diviseurs stricts de b est égale a

Les diviseurs stricts de @ sont les diviseurs de a (1 y compris)
sauf @ lui méme.

1. Ecrire une fonction somDiv qui recoit un entier N et qui
renvoie la somme des diviseurs de N. Tester.

2. Ecrire une fonction sontAmis qui renvoie true quand deux
nombres sont amis et false sinon.

3. Ecrire une fonction 1isteAmis qui affiche les couples d’en-
tiers amis compris entre deux bornes Min et Max

13

Polygones [Ecrire la fonction trace_polygone(n) qui repré-
sente graphiquement un polygone régulier comportant n som-
mets.

14

Le crible d’ERATOSTHENE . On recherche la liste des nombres
premiers inférieurs a un entier donné N. Pour cela, on applique
les régles suivantes :

— Ecrire tous les nombres par ordre croissant entre 2 et V.



— Rayer tous les multiples de 2.
— Rayer tous les multiples de 3.
— d’une maniére générale, étant donné le dernier nombre p

N

ayant servi & rayer les multiples, le prochain nombre pre-
mier & utiliser pour rayer des multiples se trouve apreés
I’ensemble des nombres rayés consécutifs situés aprés p.
— Le processus s’arréte lorsque le dernier nombre premier est
supérieur a VN
Ecrire une procédure Eratos := proc(N) qui renvoie une
liste des nombre premiers < V.

15

Le but de cet exercice est de mettre en ceuvre la formule de
TAYLOR et MAC LAURIN.

Formule de TAYLOR et MAC LAURIN : On considére K
corps commutatif unitaire de caractéristique nulle. Soit P, po-
lynome de K[X] et a un élément de K; on a l’égalité suivante :
= PO@(X — o)

PX)=>"

n=0

n!

Fcrire une procédure laurin qui recoit en entrée un poly-
nome quelconque et qui renvoiele polynéme correspondant sous
la forme de TAYLOR et MAC LAURIN.

16]

La suite de THUE-MORSE On considére la suite

définie par
Sp = (=1)2™ avec b(n) = Wou bi(n)
0
Les b;(n) sont définis par Iécriture binaire de n:
n= WUFAS x 2° b;(n) € {0,1}
0

1. Ecrire une procédure binaire qui regoit en argument un
entier N et qui renvoie une séquence composée des bits
utilisés dans I’écriture binaire de N.

binaire := proc(l)
2. Ecrire la procédure qui calcule b(n).
somdigit := proc(N)

3. Donner une instruction qui affiche les 100 premiéres valeurs
de la suite 5,,.

Facteur de S,, Une suite (fg,t1, - ,tx_1) est appelée un
facteur de longueur k£ de .S s’il existe n tel que

Spyi=tipouri=0,--- k-1 (1)

On considére des facteurs de longueur 3.

4. Ecrire un programme qui recherche la premiére apparition
d’un facteur donné en argument, dans la suite S,,. Le pa-
ramétre I’ sera du type «liste».

cherche3 := proc(T)

RETURN (n) ;
end;
Exemple d’appel : cherche3([-1, 1, -1]);



Ecrire un programme recevant en entrée un entier n et qui
renvoie un tableau T'ab de (n + 1) valeurs indexées de 0 &

H n de sorte que:

Polynémes de TCHEBYCHEFF 1l existe deux définitions des HQ@E%B.:& =< \w A >

polynémes de T'CHEBYCHEFF; d’une part,

5. Ecrire un programme recevant en entrée un entier n et
tragant sur un méme graphique la famille de polynomes
de TcHEBYCHEFF (1})

T, (z) = cos (n x arccos(z)) (1)

qui donne directement le polynéme de rang n, ou bien la rela- i€[0..n]"
tion récurrente:
Tor(z) = 20Tn(x) - Tos(2) (2) Exercices types
To(x) = 1 (3)
Ti(z) = =z (4) 18]
1. Ecrire une fonction T'chl qui recoit en argument un entier
n et qui renvoie la fonction Déterminer les nombres complexes z tels que
I3 R — IR 22
1oz = Th(x) 22+ 3

Cette fonction utilisera la relation 1. soit imaginaire pur.

2. Ecrire la fonction T'ch2 qui réalise les mémes conditions, Les représenter dans le plan complexe.

mais en utilisant les relations 2, 3 et 4.

3. On considére le produit scalaire:
 so>e [ L00), 19
= —= dx
d -1 V1 —a?
Ecrire une fonction Prstch qui recoit f et g et qui retourne
le produit scalaire < f,g >. P=z*-22° 422 - 2241
4. Soit la fonction fy définie pour |z| < 1

Calculer les zéros du polynéome P donné par:

\ Décomposer P en produit de facteurs irréductibles dans IR[X].
11— Xz

AR A B S VY




Soit

PN

I
o oo a
oo =2 o
corn oo
o9 = oo
Qoo o -

ou a et b sont des paramétres complexes.
1. A quelle condition A est-elle diagonalisable?

2. En supposant cette condition réalisée, on appelle B une
base de vecteurs propres et P la matrice de passage de la
base canonique & la base B. Vérifier que P~'. A.P est bien
diagonale.

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur le pa-
ramétre complexe a pour que toutes les valeurs propres de la
matrice :

oS OO

soient strictement positives.

22

On considére A = (a;;), carrée d’ordre 5 telle que:

1— (1577 sii=jeti<h
o) sii=j=5
YT ()P sii=j+1

0 sinon

et ’lendomorphisme f représenté par la matrice A dans la base
canonique de IR®.

Soit v le vecteur de coordonnées (1,0,0,0,0), n un entier et
pn la derniére coordonnée de l'image de v par f7.

1. Déterminer la suite des couples (n,p,,) pour n variant de 0

a 150.
2. Tracer le graphe de p,, en fonction de n.

3. Déterminer la plus petite valeur de n pour que p, soit
supérieur & 0,99.

23]
Dans un repére orthonormé, on considére les 4 points:
A(1,2,3) B(24,-5) C(0,1,-6) D(-1,0,7)

Trouver le centre et le rayon de la sphére passant par ces 4
points.




24 20

Dans un repére orthonormé, on considére les 4 points: Résoudre 'équation différentielle suivante :
A(-1,02) B(3,-2,1) C(2,-1,1) D(0,4,-3) vy (2) + (1 — 2)y(z) = $
T
Déterminer la distance du point D au plan (ABC'). Tracer quelques courbes intégrales.

Existe-t-il des solutions continues sur IR? Justifier la réponse.

Déterminer les coefficients a,b,c,d et e pour que la fonction
[ définie par:

La valeur pour 2 = 1 de la solution de I’équation différentielle

y'(@) + (' (2))* =1

a+ bz? + cxt
flz) =cosw — ————
1+dz? +ex avec les conditions initiales :
soit un infiniment petit d’ordre le plus élevé possible au voisi- y(0)=0 et y'(0) =a
nage de 0.
Donner un équivalent de f. est une fonction du paramétre réel a. Tracer le graphe de f

pour a variant de -1 & 10.

26] 29]

Pour quelles valeurs de a, b et ¢, les primitives de la fonction
[ définie par

Résoudre numériquement I’équation différentielle suivante:

; (2) +asin(y(z)) = 0
flz) = ?.a& HwMMMHTTMVm Conditions initiales: y(0) =0 et y'(0) = 0.5

Soit f sa solution. Tracer son graphe.
sont-elles des fractions rationnelles? Déterminer une de ces pri- Déterminer une valeur approchée a 10~2 prés de la plus petite
mitives. valeur strictement positive annulant f.




30]

Tracer la courbe paramétrée définie par :

2t — 1 t*+3
Tr = =
-1 YT
Etudier les branches infinies. Calculer les coordonnées du point

double.

31]

Ecrire une fonction f qui associe & l'entier n les cubes des
chiffres utilisés dans I’écriture de n en base 10.

Ecrire un algorithme permettant de déterminer tous les en-
tiers n < 1000 tels que f(n) = n.

32]

Ferire une fonction qui associe 4 toute suite finie de nombres
réels
(ur,uz, - - - yun)
I'indice de la plus grande valeur. Si plusieurs valeurs de la suite
sont égales & cette valeur maximale, le résultat est I'indice le
plus petit.

33]

Dans € résoudre ’équation suivante: 22 + 7 4+ iz = 0.
Montrer que les points dont les affixes sont solutions forment
un triangle rectangle.

34

On considére le polynéme réel suivant :
P=X"+X’+aX? +V2X +b

1. Déterminer a et b pour que 1+ 7 soit zéro de P; calculer
alors tous les zéros de P.
2. Factoriser P en facteurs irréductibles dans IR[X| et dans

C|X].

35

Soit la matrice

1
A=110
0

S =N
_ N W

Déterminer les matrices B telles que AB = BA. (La solution
générale dépend de trois paramétres).

36,

Résoudre, en discutant suivant le paramétre réel m, le sys-
téme linéaire suivant :

mx +y+mt =

1
&+3m@+m+3w m

A=
1
m

r+my+1i
3@+N+3ww =

2



37]

Soit K =IRg[X]. On pose pour P et (), éléments de F:

(e o]

(P1Q) = [ P

0

On notera || || la norme associée.

1. Vérifier qu’il s’agit bien d'un produit scalaire. Construire
une base orthonormale du sous-espace IR5[.X].

2. Pour H = X% + X 4 1 déterminer P, élément de IR; [X],
tel que ||[H — P|| soit minimale.

On donne la droite (D) d’équation :

z+2y—5z—-1=20
10z —7y+324+2=0

dans un repére orthonormé, et le point A(1,2,3).

1. Calculer les coordonnées du projeté orthogonal de A sur
la droite (D).

2. Calculer la distance du point A a la droite (D).

10

39,

Soit la courbe de représentation paramétrique :

u? u(u — 2)
u—3

Représenter cette courbe; préciser les asymptotes, les points
doubles et les points d’inflexions.

|40]
Soit dans un repére AQ“MMY la conique I' d’équation :
z? + 3zy + wwm =1

Déterminer une équation réduite de I' et en déduire ses princi-
pales caractéristiques. La représenter.

41

Dans un repére orthonormé, on considére les quatre points:

A(0,0,0) B(1,0,0) C(0,1,0) D(1,1,1)
Trouver le centre et le rayon de la sphére inscrite dans le tétra-
édre ABC'D, c’est a dire tangente a chaque face du tétraédre

et intérieure a celui-ci.




Soit f la fonction
(a,b) — \ (2% + az + b)’e ¥ da
0

En quel(s) point(s) la fonction atteint-elle son minimum?
Le calculer

43]

1. Résoudre I’équation différentielle

s+ 3z +4 _ T
YT+ T Vo

2. Existe-t-il des solutions sur | — 1, + oo[?
Si oui, tracer le graphe de telles solutions.

44]

Trouver tous les polynomes P € IR[X] tels que la série de
terme général

W=

un = (n” +30°)7 — (P(n))

soit convergente.

11

45

Soit f: IR — IR la fonction de période 27 définie par

vt € [-m,7], f(t)=t"—kt

1. Déterminer k € IR tels que les coefficients de FOURIER de
[ soient les plus simples possibles.

2. Développer alors f en série de FOURIER et en déduire les
sommes

J— - H J—
Wsﬁ st?r%m :Muwzm

46

Etant donné un entier naturel a, on appelle diviseur propre
de a tout diviseur de a différent de a. Deux entiers naturels
différents de 0 sont dits ames si chacun d’eux est égal & la
somme des diviseurs propres de I'autre. Ecrire un algorithme

qui détermine tous les couples d’entiers amis inférieurs ou égaux
a 1500.

Soit u, =Y 7 WT montrer que la suite (u,), |y est conver-
gente.

Ecrire une procédure d’arguments p et & déterminant le plus
petit entier N tel que |unyp — un| < €.




Application & la cinétique chimique

On aborde ici quelques aspects de la cinétique chimique dans
le cas d’un systéme réactionnel homogéne (monophasé) et iso-
chore.

Présentation

L’objet de la cinétique chimique est I’étude de la vitesse
a laquelle s’effectue une réaction chimique. En cinétique homo-
géne ’étude d’une réaction se raméne donc a la mesure d’une
vitesse de réaction a différents instants.

Considérons la réaction :

A+B —(C

Désignons par n4, ng et nc les nombres de moles des sub-
stances A, B et C. Leurs variations pendant l'intervalle de
temps dt sont telles que ’'on ait :

—dng = —dng = dng = d€

— Le signe - traduit le fait que n4 et np diminuent pendant
que ng augmente.

— d€ est la variation pendant le temps dt du degré d’avan-
cement ¢ de la réaction.

On peut donc définir la vitesse de réaction par les expressions
suivantes :

12

Si la réaction est réalisée & volume constant, on peut utiliser
les concentrations molaires. On a alors :
diA] _ d[B] _ d[C]

V= — = =

dt dt dt

L’avancement de la réaction est défini par v (f), avancement
volumiqge & l'instant ¢.

En partant des concentrations [A];—g = a, [Bli=o = b et
[Cli=0 = 0, on a le tableau suivant :
Concentration | [A] (B] | [C]

t=20 a b 0
t a—8v | b—¢v | &v

Ordre de la réaction . Une réaction est dite simple si sa

vitesse de réaction peut se mettre sous la forme:
v = k[A]P[B]*

Les exposants p et g sont les ordres partiels par rapport aux
constituants A et B. p+ q est "ordre total de la réaction. k est
la constante de vitesse de réaction.

Notre réaction sera considérée d’ordre 1 par rapport & A et
B. La vitesse volumique est donc:

v =L = HAI[B]

Mise en ceuvre avec Maple

En respectant les notations de la présentation :

1. Définir a I'instant ¢ les concentrations de chaque espéce en
fonction des concentrations initiales a,b,c et de 'avance-
ment volumique &y .

2. Ecrire I’équation différentielle vérifiee par les concentra-
tions en A et B.



3. Résoudre cette équation en £(t), compte tenu de la condi-
tion initiale en &.

4. Simplifier I’expression obtenue en remarquant que toutes
les variables sont positives.

5. Affecter la solution.

Temps de demi-réaction . On appelle temps de demi-réac-
tion 7 le temps nécessaire pour que la concentration d’une sub-
stance réagissante soit diminuée de moitié.

Calculer ce temps dans le cas ou le réactif limitant est A.

Dégénérescence de ’ordre . Si on effectue la réaction pré-
cédente avec un trés grand exés de B (b >> a), on peut alors
négliger la consommation de B par rapport a celle de A.

1. Ecrire la requéte Maple qui donne la concentration en A.

2. Pour b >> a, faire un développement limité (de TAYLOR)
de la concentration précédente, en ¢ = 0 et a 'ordre 2.
Conclure.

Etude de deux réactions successives

On se limite aux réactions suivantes:
A— B e B—C

Supposons la premiére réaction d’ordre 1 par rapport & A, de
constante de vitesse k1, et la deuxiéme réaction d’ordre 1 par
rapport a B, de constante de vitesse k3. On notera &y et Eyg
les avancements volumiques respectifs.

Partant des concentrations

TSNHO = a, ﬁmTHo =0et ﬁQTHo =0

13

on a le tableau suivant:

Concentration [A] [B] [C]
t=0 a 0 0
t a—&vi | &vi—&va | &va

On a donc successivement:

— = k4]
s RO
G = kB

Deux équations suffisant a définir &y et &yo, nous retien-
drons les deux premiéres.

1. Définir a linstant £, les concentrations de chaque espéce en
fonction de la concentration initiale a et des avancements
volumiques &y et Eyg.

2. Ecrire les deux équations différentielles vérifies par les
concentrations en A et B.

3. Résoudre le systéme différentiel en £y (2) et Ey2(t), compte
tenu des conditions initiales en &yq et Eyg.

4. Affecter la solution.

Tracé des graphes. Tracer sur le méme graphe les concen-
trations de chaque espéce en fonction du temps sur 'intervalle
[0, 10mn|. @ = 1mol.171; &y = lmn~Y; ky = 3mn~—1;

Cas d’un intermeédiaire trés réactif . (Approzimation de
[’état quasi-stationnnaire ou principe de BODENSTEIN) Dans le
cas précédent, si B est trés réactif, alors k1 << kq. Refaire le
tracé pour ky = 0,1lmn~! et conclure.



Exemple de réactions successives : la synthése du bro-
mure d’hydrogéne La réaction

mm+mﬁm|vwmmﬁ

n’admet pas d’ordre. L’étude expérimentale menée par BODEN-
STEIN a montré que la vitesse de forrmation de H Br est repré-
sentée par ’expression :

d[H Br] _ K[H,]\/[Bry]

- (5)

On peut interpréter ce résultat par les réactions successives :

Bry, — 2Br (1)
Br+Hy — HBr+H (2)
H+Bry, — HBr+Br (3)

H+HBr — Hy,+ Br (4)
Br+ Br — Brg (5)

dont les constantes de vitesse sont kq, ko, k3, k4 et ks.

On admet que pour chaque processus élémentaire, les ordres
partiels sont toujours égaux aux coefficients de 'équation? Le
bromure d’hydrogéne se forme par les réactions (2) et (3), mais
il est détruit par la réaction (4). Sa vitesse réelle de formation
est donc:

d[H Br]

- ko[Br][Hy] + k3[H][Bry] — ka[H][H Br] ~ (6)

Principe de I’état stationnaire. La concentration en ato-

mes libres étant toujours trés faible, on admet qu’il s’établit trés

2. Dans ce cas particulier, I'ordre total se confond avec la molécularité.
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vite, aprés une courte période d’induction, un état de concen-
tration stationnaire dans lequel la vitesse de formation des
atomes est égale a leur vitesse de destruction.

Dongc, pour les atomes d’hydrogéne produits par la réaction
(2) et détruits par les réactions (3) et (4):

ko[Br][Hsy) = ks[H][Brq] 4 ka[H][H Br] (7)

et pour les atomes de brome produits par les réactions (1), (3)
et (4) et détruits par les réactions (2) et (5):

.&Lmﬁwgl_l.&wﬁm:m%&n_l\abﬁmgﬁmml == \amﬁmﬁ:mmgn_l\amﬁmlm ﬁmwv

1. Dans Maple, définir les équations 6, 7 et 8.

2. Exprimer alors % en fonction des k;, Hy, Brq et [H Br].

3. Conclure en comparant & I’équation de BODENSTEIN (5).

49,

Systéme triphasé Ecrire une fonction syst_tri(m, phi)
qui représente graphiquement la représentation de FRESNEL
d’un systéme triphasé de module m et de déphasage phi.

50

Théoréme de FERRARIS
torique par poles conséquents (figure 3).

On suppose que l'induction créée dans un péle est sinusoi-
dale. Si on appelle D le double intervalle polaire, et que le
champ est maximal pour z = 0, l'expression du champ créé

On considére un enroulement sta-

par cet enroulement est donc de la forme

2
By : (z,B,D) — Bsin %



double intervalle
> |, polaire |

-

(=D)
1 T 1
N S N S N X

FiG. 3 — Fnroulement par péles conséquents.

Cas d’un enroulement triphasé (figure 4) Dans ce cas,
le champ sera la résultante de trois champs créés individuelle-
ments dans chacun des enroulements.
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MV

|

double intervalle polaire |
période magnétique spatial)

A

FiG. 4 — Enroulements triphasés.

Le champ créé par I'enroulement 22'2” est le méme que le
champ créé par I'enroulement 111", & une translation de w xD.

De méme, le champ créé par I’enroulement 333" est le méme

que le champ créé par I’enroulement 11’1”, & une translation
de w x D.

Dans ce cas, le champ est la résultante des trois champs élé-
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mentaires décalés dans I'espace :

By : (z,B,D) — Bsin £

By : (z,B,D) — Bsin 2% (z — 2)

Bs: (z,B,D) — Bsin 2 (z — 22

1. Définir les trois fonctions By, Bs et Bs.
2. Représenter les sur un méme graphique

3. Tracer la

Alimentation avec des tensions sinusoidales Il suf-
fit de donner une amplitude variable au paramétre B. Pour
les trois enroulements, on prend respectivement les valeurs
suivantes :

Ay (t) = coswt

Ay(t) = cos(wt — )

As(t) = cos(wt — 4T)

avec w = 2r f et f = 50Hz.
4. Définir les fonctions Ay, Ay et As.

5. Définir les trois champs définitifs, fonctions de z et de ¢

champy(z,t) = By(z,A1(t),1)
champy(z,t) = By (z,As(t),1)
champs(z,t) = Bs(z,As(t),1)

6. Vérifier par une animation que le champ résultant est bien
«tournant» (fonction animate).

7. Vérifier de méme qu’une inversion de deux phases pro-
voque un changement de sens de parcours du champ ma-
gnétique.

Indications: Voir l'aide sur la fonction animate




Transformateur monophasé a vide.
étudier est & deux colonnes (noyaux), portant chacun W spires

Le transformateur a

primaires. La longueur d’un noyau est L, = 28cm, sa section
utile S, = 12cm?, la longueur utile de chacune des culasses,
L. = 1lcm, leur section S, = 15cm?. On néglige les phé-
nomeénes d’hystérésis et de courants de Foucaurr. Dans les
masses ferromagnétiques, le champ H (At/m) est relié a I'in-
duction B (T) par la relation:

H = 2508 + 3087
La tension d’alimentation est :
u(t) = Up coswt ((w=1007rrd/s , U, = 220v/2V )

1. Dans une nouvelle page maple entrer toutes les constantes
du probléme (Ln,Sn,Lc,Sc,omega,Bmc,U).
2. L’induction maximale dans les culasses doit étre

Bype = 1,44T

Déterminer le nombre total de spires primaire N. On de-
mande pour cela de ne faire aucun calcul, mais simplement
d’écrire une instruction pour résoudre un systéme d’équa-
tion ou on trouvera entre autre, la formule de BOUCHE-
ROT.

3. On néglige les joints entre noyau et culasse. Déterminer
I’expression de la valeur instantanée du courant ¢(¢). La en-
core, inutile de calculer, laisser maple résoudre I’expression
issue du théoréme d’AMPERE. Tracer i(t) sur une période.

4. Donner I'expression de f;(t) : fondamental de i(¢).

5. Sur le méme graphe, tracer i(t), fi(t) et i(t) — fi1(t). Que
représente #(t) — f1(t)?
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6. Pour i(t) calculer:
— sa valeur de créte,
— sa valeur efficace,
— lexpression de son fondamental,

7. Calculer le taux de distorsion harmonique défini par:

avec Iy valeur efficace du fondamental et )}, valeur efficace
de ’ensemble des harmoniques.

2]

Critére de RouTH:

Enoncé du critére Pour que le systéme de fonction de
transfert

bo + b1 X (jw) + by X (Jw)? + ...+ by X (Jw)™
a0+ a1 X (Jw) +ag X (jw)2+ ...+ a, X (Jw)?

soit stable, il faut et il suffit:
1. que tous les coefficients a;(7 < n) soient présents;

2. que tous les coefficients a;(7 < n) soient de méme signe;
3. que tous les termes de la 1°7¢ colonne du tableau ci dessous
soient positifs:

V Uy Up—92 | Qp—4
J) U ap || an_s | an_s

)

)

Cn Cn—2 Cn—4

Cn—1 Cn—3

C.Evﬁl& &3 &Slm &3I»




Les coefficients successifs sont formés comme indiqué ci

.3
dessous:
_ Op—10p—2—0nlnp_3 _ Op—10p—4—0nldn—5
Cn = Cn—2 =
An—1 An—1
_ Cnln_3—0Ap_1Cn_—2 _ Cnlpn_5—0n_1Cn—4
Cpn—1 = - Cp—3 = -
n n

Afin de bien décomposer les conditions du critére en les tes-
tant séparément, il est proposé de décomposer le programme
en plusieurs étapes élémentaires.

1. Ecrire une fonction critére12 qui recoit une fraction ra-
tionnelle d’indéterminée X et qui renvoie true si les condi-
tions 1 et 2 du critére sont vérifiées false sinon.

2. Ecrire une fonction tabdenom qui recoit une fraction ra-
tionnelle d’indéterminée X et qui renvoie un tableau de
réels contenant les coefficients du dénominateur rangés
dans l'ordre décroissant des puissances.

Exemple:
> tabdenom(1 / (3 + 2*X + X*X));
[1,2,3]

3. Ecrire une fonction tabrouth qui recoit un tableau de coef-
ficients et qui renvoie un systéme d’inéquations correspon-
dant aux conditions sur la premiére colonne du tableau de
RouTtH.

4. A partir des programmes précédents, écrire une fonction
routh qui recoit une fraction rationnelle d’indéterminée X
et qui renvoie false si le systéme est instable, ou sinon, un
systéme d’inéquations correspondant aux conditions sur la

premiére colonne du tableau de RoUTH.

3. On reproduit le procédé de calcul pour les lignes suivantes, chaque

ligne étant obtenue & partir des 2 lignes précédentes. Il faut continuer
jusqu’a ce que tous les coefficients d’une méme ligne soient nuls.

Exemple:

> routh(K / (X + (1 + 0.1%X)"3));
{-1< K,K < 8}

ENSAM 1998

53

A quelle condition A est-elle diagonalisable?

a 0 0 0 b
00 a 1 b6 0
A=]10 0 ¢ 0 0
0 b1 a O
b 0 0 0 a
54]
Soit
1 an_'w gm._laFM
A= n+w 1 a+w
aw._ln_FM a+w 1

— Condition nécessaire et suffisante sur a pour que A soit
diagonalisable?

— Quand A est diagonalisable, trouver la matrice de passage
P telle que P~' AP soit diagonale. Vérifier.
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55]

Soit
_1 v w
A=— w mm fow
- 3 v 2 v
au v _1
w w 2

— Condition nécessaire et suffisante pour que A soit diago-
nalisable?

— Trouver u, v, et w pour que A soit orthogonale.

56]

Déterminer les coefficients a, b, ¢, d et € pour que la fonction
I
az + bz + cx®
14 dz? + ex?
soit un infiniment petit d’ordre le plus élevé possible au voisi-
nage de 0. Donner alors un équivalent de f.

z — f(z) =sinh(z) —

57]

Soient une sphére de centre O, de rayon 1 et un cylindre de
centre DAPW“S“ de rayon wu I est l'intersection de la sphére et
du cylindre.

1. paramétrer I'.
2. Tracer I
3. Longueur de I'.

Indications: Utiliser plot[spacecurvel

58]

1. Tracer la courbe
=13 — A4t
y=2t*—-3

2. Calculer I'angle des tangentes au point double.

59,

Extremas de la fonction

(z,y) — ze¥ 4+ ye”

Soit 1), € IR,[X] défini par

MJO = HQNJH =X
Vn N wumﬁz\ = Mkmﬁz\lw — mﬁslw

Ecrire une procédure permettant de calculer 7),.

61

Soit la matrice:
-1 7
13 1

18



Trouver une base orthonormée dans laquelle elle s’écrit :

0 «

A= 5 0

62]

Soit le produit scalaire :

(F0) = [ st

Donner une base orthonormale de IR4[X].

63]

Soit I’équation différentielle
z(z®+ 1)y — (2* =1y =22

1. Donner les solutions, en existe-t-il sur IR?

2. Montrer qu’il existe un point A tel que toutes les tangentes
aux courbes intégrales au point d’abscisse 2 soient concou-
rantes en ce point.

64]

On pose :
rP=r+la=rb=r—1
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et
1 b -2 1
A== a -1 b
2 1 b «a

Quelle est la nature de la transformation géométrique associée

aA?

65

Soit
a 1 b
A= 1 ¢ d
e [ -1
Déterminer a, b, ¢, d, e et f pour que les vecteurs
1 1 1
11,1 21|, 1
0 1 2

forment une base de vecteurs propres.

Déterminer les zéros de
P=X*-X"-2X?-2X-1

Décomposer P en facteurs irréductibles.




67]

Réduire dans une base orthonormale la forme quadratique : E
q(z,y,2) = 2? — 2wy + 22z + 2> Calculer A™ avec:

B

I
— = =N
— = = N =
— = N =
— N = = =
N = = =

PX)=X"+aX*+V3X*+ X+

Donner les valeurs de a et b pour que 2 + 27 soit racine. Facto-

riser P dans € et dans IR. E

Pour le produit scalaire :

[69] ()= [ Jo

I d 1 ité I’applicati . .
mage du cercle untte par Lappheation sur ’espace des fonctions continues sur [0,1], donner une base

244 orthonormale de IR4[X], puis calculer la projection orthogonale
S +1 sur IR4[X] de la fonction
z—1- |2z 1]
E Trcer les graphes des fonctions correspondantes.

On définit un produit scalaire sur IR7[X] par:

73]

10
k k
(PQ) = MTAHVQAHV Montrer que la matrice
o N | J . 6 ) a b c
1. Projection orthogonale sur IR3[X]de 12X +5X°+ X +17 A= b atec b
2. Tracer les graphes des fonctions correspondantes. c b a

20



est diagonalisable dans une base indépendante de a, b et c, 2. Montrer que 'on peut choisir a, b et ¢ pour que la série de

qu’elle est inversible, puis calculer A™. Fourier de f soit
+MUoo COS nT
2
n=1 n
E Représenter alors le graphe de f sur [—m,7].
3. En déduire la valeur de
Soit f la fonction paire, 2-périodique coincidant avec la fonc-
tion = + 27 sur [0,1]. Calculer les coefficients de FOURIER de =<
f- Représenter sur un méme graphique, f, le fondamental de f MUH n?
n—
et la somme des harmoniques.
ENSAM 1999
77
E Calculer le reste de la division euclidienne de
Soit A la matrice carrée de dimension 5 telle que 2" 422" +1

T R par
a;; =2sii1=7
aij =1siij (z=1)(z=2)(z-3)(z-4)
n et m étant deux entiers naturels.

Calculer A™ Vérifier le résultat pour n = 43 et m = 100.

76) 78]

Soit f la fonction paire, 2r—périodique, définie sur [0,7] par:

Résoudre .
, e
\Aavﬂa&wl_lgl_'m a®+ﬁlavm\l&»+H
ol (abc) €IR? Tracer quelques courbes intégrales. Y a-t-il des solutions conti-

nues sur R?
1. Déterminer les coefficients de Fourier de f.
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79

Soient a, b, ¢ trois réels et

M =

>0
a2 o
Q>0

1. Déterminer I’ensemble des matrices M telles que M? = I.

2. Interpréter géométriquement la forme de ces matrices.

ENSAM 2000

On considére I’équation différentielle 3" —2y'+y = ze

~*cosz.

1. Résoudre I’équation avec les conditions initiales y(0) = 0
et y'(0) = 1. On note f cette solution.

2. Vérifier que f est bien solution de I’équation.

3. Tracer le graphe de f sur [—3,2]

4. Résoudre 'équation f(z) = —%

Soit P(X) =4X* - 16X° 4+ 2X? + 28X — 49.
1. Trouver les zéros de P.
2. Factoriser P sur R[X].

3. Calculer la somme des cubes des zéros de P. Expliquer
pourquoi c’est un entier.

Soit une suite (uy)nen définie par ug € IN et

1siu,=1
Upy1 = 4 3 8l u, est pair

3u, + 1 sinon

1. Ecrire une fonction f telle que u,,1 = f(1uy).
2. Ecrire une procédure d’arguments n et ug donnant u,,.

3. On conjecture qu’il existe pour tout ug un entier n tel que
U, = 1. Ecrire une procédure donnant le nombre d’itéra-
tions pour arriver a u, = 1 avec ug donné.

A=

oS o

o o
QO

Déterminer suivant les valeurs de a, b et ¢ la dimension de
I’espace vectoriel F constitué des matrices M € M(IR?) telles
que

AM = MA

84

Soit .
(z° 4+ az — 3)ex
1+ =z

foiz—

22



et C, sa courbe représentative. Tracer quelques courbes C,.

Etudier les asymptotes éventuelles.

Pour (zg,y0) € IR?, existe-t-il des courbes C, passant par ce
point? Donner la courbe C, passant par (5,— 1) et donner une

valeur approchée du minimum.

85

On considére la fonction :

foix—

Tracer des courbes pour différentes valeurs de a. Déterminer les
deux points communs & toutes les courbes. Etude des branches

infinies.

AMQ\&N +x— vamﬂnnmiamla._':

V1422

Soit

avec a € €. Trouver a pour que P ait deux zéros dont la somme

soit égale & 1.

P=X’+aX’+aX +1

87]

Soit

A

n —

" —
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— Montrer que A, = A1A,_1 — A,_o et en déduire que
A, = P,(A1)

ou P, est un polynéme.
— Faire un programme qui calcule P,.

— Calculer et linéariser P,(2cosz) pour n variant de 0 a 10.
Que peut-on dire?

88

Trouver (a,b,c) tel que

dz

\ art+ bx?+ ¢
(z = 1)%(z +2)

soit une fraction rationnelle.

Soit

P=X*+aX’+V3X*+ BX

Trouver a et b réels afin que 1+ 2¢ soit zéro de P. Déterminer
alors les autres zéros.



Annexe A

Memento Maple

A.1 Les nombres

Pi :rm (3.14...)
I : Nombre complexe
infinity : oo

Al

Opérations sur les entiers

iquo(a,b) : quotient entier de a par b.

irem(a,b) : reste dans la division euclidienne de a par b.

ifactor(a) : décomposition de a en produit de facteurs pre-
miers.

ceil(a)

A.1.2 Rationnels

numer (a) : numeérateur de a

denom(a) :dénominateur de a

A.1.3 Réels

Digits : variable systéme — nombre de chiffres.
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evalf(x) : évaluation décimale de z.
evalf(x,n) : évaluation de 2 avec n chiffres.
floor(x) : partie entiére de z.

round(x) : entier le plus proche de z.

frac(x) : partie fractionnaire de z.

A.1.4 Complexes

evalc(z) : met z sous forme algébrique formelle.
Re(z), Im(z) : partie réelle et imaginaire de z.
conjugate(z) : conjugué de z.

argument(z) : argument de z (entre —m et 7).

abs(z) : module de z.

A.2 Fonctions numériques

Dans la plupart des cas, Maple opére sur des complexes.

A.2.1 Fonctions prédéfinies

Fonctions usuelles : abs, sqrt, sin, cos, tan, cot.



Fonctions trigonométriques inverses : arcsin, arccos,

arctan.
Fonctions hyperboliques : sinh, cosh, tanh, tanh, coth.
Exponentielle, logarithme : exp, 1n, log10.
Elévation a la puissance : z¥ peut s’écrire X°y ol x¥%y.
factorielle : n! ou factorial(n)

C, : binomial(m,p).

A.2.2 Fonctions définies par ’utilisateur

On peut définir ses propres fonctions & partir des fonctions
prédéfinies et des opérateurs +, -, *, /, et @. Ce dernier opéra-
teur symbolise la composition des applications.

Exemple. La fonction f : 2 — log/z peut étre définie
avec Maple par:
ﬁﬂ := loglO @ m@HﬁQﬁm

P
£

x -> HomHoAmQHdC&vL

log10(sqrt(x));

napply (P, x); | OV Plus simplement:

ﬁm := unapply(logl10(sqrt(x)), x); w

Dans bien des cas, c’est cette derniére possibilité qui fone-

tionne le mieux.

Remarque : il ne faut pas confondre une expression avec
une fonction. Ainsi, 1log10(sqrt(x)) est une expression (ou

apparait z) et x -> logl0(sqrt(x)) est une fonction.

Composition 7 fois : fo fo---o f s’écrit [ £ @@ n |
.
Xn
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A.3 Séquences, listes, ensembles

Une séquence est une suite d’objets de nature quelconque,
appelés opérandes, séparés par des virgules. NULL désigne la
séquence vide.

Une séquence mise entre crochets ADV donne une liste. Une
séquence mise entre accolades ({}) donne un ensemble.

Les séquences, listes ou ensembles peuvent étre affectés a des
variables.

seq (£f(i), i=no0 nl) : crée la séquence des images par f
des entiers de ng a n;.

nops(T) : nombre d’opérandes de 1" (séquence, liste ou en-
semble).

op(T) : donne la séquence des opérandes de 1" (qui peut étre
une liste ou un ensemble).

op(k,T) : donne le kéme de 7' (mais ne permet pas de le mo-
difier).

Opérations sur les ensembles : union, intersect, minus.

A.4 Polynémes et fractions rationnelles

Comme mentionné précédemment, il est important de diffé-
rencier une expression d’une fonction. Pour la suite,

— expr représente une expression,

[ représente une fonction,
— P et Q sont des expressions de type polynomial en z,

— F une expression de type fraction rationnelle d’intétermi-
née x.

Remarque :Si f est une fonction, f(z) est une expression.

degree(P,x) : degré de P pour la variable z.



coeff(P,x,n) : coefficient du terme en z" de P.

sort(P) : écrit P selon les puissances décroissantes.
quo(P,Q,x) : quotient de P par Q.

rem(P,Q,x) :reste dans la division euclidienne de P par ().
solve(P,x) : fournit la séquence des racines de P.

factor(P) : factorise P. A utiliser de préférence avec la liste
des racines: E := {solve(P,x)}: factor(P,E);
normal(F) : met F sous la forme m.
numer (F) : numérateur de F.
denom(F) : dénominateur de F.

convert (F,parfrac,x) : décompose F en éléments simples.

A.5 Les expressions logiques

Une expression logique est de type booléen.

Exemple : x<10 est une expression logique qui vaut true
(vrai) si < 10 et false sinon.
Les expressions logiques simples utilisent en général les opé-

rateurs relationnels :
<

Les expressions logiques peuvent étre composées avec les opé-
rateurs logiques pour constituer de nouvelles expressions lo-
giques plus complexes. Les opérateurs logiques sont :

and, or, not

Exemples: Emmﬁ équivalente a |not ( x<>10 :

0 <z < 1 se traduit par 7 (x>=0) and (x<1) 7
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A.6 Manipulations sur les expressions

expand(expr) : développe I'expression expr.

combine (expr, options) :fonction réciproque de la précéden-
te avec les options facultatives trig, 1n, exp, power.

simplify(expr, options) : simplifie I'expression avec les op-
tions facultatives trig, power, sqrt.

subs(yl=x1, y2=x2, ..., expr) :crée une nouvelle expres-
sion en remplagant les z; de expr par les y;.

convert (expr, options) :convertit expr avec les options exp,
1n, expln, sincos, tan, trig, expsincos, favorisant ainsi
une forme d’écriture.

solve(expr,x) : résoud de facon formelle ’équation expr = 0
en x.

solve(expri=expr2,x) : résoud de facon formelle I’équation
exprl = expr2 en z.

solve(equl, equ2, ...,x1,x2,...) :résoudunensembled’é-

quations avec les inconnues z1, 9, .

fsolve(expr,x) :résoud de maniére numérique.

A.7 Analyse et tracé de courbes

diff(expr, x) :donne I’expression dérivée par rapport a z de
expr. C’est une expression.

diff(expr,x,x) :donne la dérivée seconde de expr. On peut
changer les variables de dérivation pour dériver les fonc-
tions de plusieurs vriables.

D(f) :donne la fonction dérivée de f. C’est une fonction.

(DEOn) (f) : donne la dérivée niéme Jqo f-

limit(expr, x=a, options) : donne la limite de I'expression
expr lorsque z tend vers a. Options facultatives: left,
right.



series(expr, x=a, n) :donne le développement limité de expr
en z =a, al’ordre n — 1 (reste un ((z")) sauf si des sim-
plifications apparaissent.

int(expr, x) : primitive de expr de la variable z.

int(expr, x=a..b) :intégrale entre a et b de expr.

plot(expr, x=a..b, options) : trace la courbe représenta-
tive de expr pour z entre a et b. Les options facultatives
permettent de fixer le repére, les couleurs. .. Ezpr peut
étre remplacé par un ensemble d’expressions, ou par une
liste de couples [zg,yx], pour tracer la ligne brisée de som-
mets A définis par leurs coordonnées.

plot([x(t), y(t), t=a..bl, optiomns) : permet le tracé de
courbes paramétrées.

plot[polarplot](r(t), t=a..b, options) : tracela courbe
en polaire définie par p = r(¢). On peut aussi charger le
module plots (commande :with(plots); polarplot(r(t),
t=a..b, options)). Ce module offre de nombreuses pos-
sibilités (display, animate, plot3D ...).

dsolve(equ, f(x)) :résoudl’équation différentielle définie par
equ en la fonction f de la variable z.

A.8 Matrices et vecteurs

A := array(1l..n, 1..p); : déclare une matrice n X p. On
peut directement entrer entre parenthéses la liste des lignes.
Le coefficient de la ligne ¢ et de la colonne j est A[1, j].
Un vecteur est déclaré par U = array(l..n); ou par la
donnée de ses composantes .

with(linalg); : permet de charger le module d’algébre li-
néaire.

matrix(n,p,f); :crée la matrice n X p dont le terme de ligne
i et de colonne j est f(4,7).
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add(A,B); : addition de matrices.
multiply(4,B); : multiplication de matrices.
evalm(A”™ n); : élévation de la matrice A a la puissance n.

evalm(lambda*4); : multiplication de la matrice A par le sca-
laire A

inverse(4); : inverse de A.
det (4); : déterminant de A.
trace(A); : trace de A.

rank(4) ;
transpose(4); : transpose A.

: rang de A.

eigenvects(4); :renvoie une séquence comportant autant d’élé-
ments qu’il y a de valeurs propres. Chaque élément de la
séquence est une liste de trois composantes :

1. la valeur propre: nombre réel (ou complexe)

2. 'ordre de la valeur propre : nombre entier positif = n

3. un ensemble formé des n vecteurs propres
linsolve(A, v); :résoud le systéme A.x = v en x.
dotprod(u,v); : produit scalaire des vecteurs u et v.
crossprod(u,v); : produit vectoriel de u et v.
grad(f, [x,y,z]); :gradient de f des variables z, y et z.
diverge(f, [x,y,zl); :divergence de f.

curl(v, [x,y,z]); :rotationnel du vecteur v.

A.9 Les structures de commande

A.9.1 Boucle for

On l'utilise lorsque le nombre d’itérations est connu.

Syntaxe:
for itndice from début by pas to fin do



instructions else
end do; (ou od;) else
Le traitement sera effectué pour toutes les valeurs de I’indice
variant entre les bornes début et fin, le pas étant ajouté & chaque else
étape. La partie «by pas» est facultative. Par défaut, le pas est
pris & 1.

Exemple: afficher tous les multiples de 7 pris entre 14 et
100:

for i from 14 by 7 to 100 do
print (i) ;
od;

A.9.2 La boucle while

La boucle est exécutée tant que la condition reste vraie.

Syntaxe:
while condition do
nstructions
end do; (ou od;)

A.9.3 La structure conditionnelle if

Syntaxe:
if condition then
instructions_ 1
else
instructions_ 2
end if; (ou fi;)

Il est bien stir possible d’utiliser cette structure en
if ...then...
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if ...then .
if ...then

...end if;
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