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Chapitre 1

Structure d’un systéeme de
commande

1.1 Systéme de commande

1.1.1 Généralités

[.’automatique a pour objet ’étude des méthodes permettant d’assurer,
dans des conditions données, la commande d’un systéme quelconque.

Les systémes, ensembles d’éléments reliés entre eux, seront, dans ce cours,
essentiellement des objets techniques (éléments mécaniques, hydrauliques,
électriques).

Les principes de raisonnements d’abord développés a propos des systémes
techniques se sont avérés utiles pour I’étude de classes variées de systémes. Ils
sont maintenant utilisés pour I’étude de systémes biologiques, économiques
et sociaux, étendant considérablement les domaines d’application de "auto-
matique.

Commander un systéme consiste a faire évoluer une grandeur liée a 1’état
de ce systéme, appelée grandeur de sortie s(t), en appliquant & ce systéme
une grandeur e(t), appelée grandeur d’entrée, susceptible de faire évoluer la
sortie.

Fic. 1.1 — Entrée et sortie d’un systéme

Entrée . Sortie
—= Systeme

Ces grandeurs sont des fonctions du temps et peuvent étre scalaires ou
vectorielles. On peut représenter cette commande par le schéma 1.1. En
général, la commande s’effectue avec amplification de puissance. [.’énergie
disponible & la sortie du systéme n’est pas fournie par les signaux de com-
mande mais par une source d’énergie que ces signaux de commande servent



a moduler. Il arrive souvent qu’en plus de la grandeur d’entrée maitrisée
par l'utilisateur du systéme, agit une grandeur z(¢), non contrélée par 'uti-
lisateur et de nature & modifier I’état du systéme (figure 1.2). z(¢) est une
perturbation.

Fig. 1.2 — Perturbation

éPerturbation

Entrée . Sortie
— Systeme

1.1.2 Exemples
Radiateur

Dans une installation de chauffage central d’une maison, chaque radiateur
posséde un robinet qui permet de modifier le débit d’eau chaude dans le
radiateur en fonction de la température souhaitée dans la piéce. Le systéme
physique, constitué du radiateur, du robinet et des canalisations d’entrée et
de sortie d’eau se présente comme indiqué sur la figure 1.3.

FiG. 1.3 — Régulation de température

. Radiateur
Arrivée

eau chaud

D’un point de vue fonctionnel, ce systéme posséde une entrée z(t) qui est
la commande d’ouverture du robinet, une sortie y(t) qui est la température
de la piéce, ainsi qu’une loi qui relie ’entrée a la sortie. Des événements in-
tempestifs (ouverture d’une fenétre, d’une porte, peuvent constituer des per-
turbations pour ce systéme (< modification de la température provoquée
par une cause non liée & I"action sur la commande du robinet).

En notant F la fonction qui relie lentrée a la sortie, (y = F(z)), Le sys-
téme physique de la figure 1.3 se représente alors sous la forme du diagramme
fonctionnel de la figure 1.4.



FiG. 1.4 — Modélisation

z(t) F(a) y(?)

Commande de moteur

[.a commande de moteur est un cas typique du cours d’asservissements
linéaires linéaire. Largement utilisé dans le domaine de la robotique, les asser-
vissements en vitesse ou en position du moteur a courant continu consti-
tueront des exemples privilégiés dans ce cours. L’entrée sera en général une
grandeur électrique ou mécanique, la sortie sera une grandeur mécanique.

Fia. 1.5 — Commande de moteur

wof o] o VO 2

1.2 Finalité d’un systéme de commande

Commander un systéme consiste & choisir une loi de commande e(t) afin
que la sortie s(t) évolue pour répondre a un certain but. Cette loi de com-
mande sera fournie par un organe d’élaboration de la loi de commande en

fonction du but assigné (figure 1.6).

F1a. 1.6 — Elaboration de la loi de commande

But i .
poUrsiv Elaborgtlon ol de \ Sortie
——={ de la loi cormmara Systeme =

de commande

Mais I’organe définissant la loi de commande devra, de plus, assurer «au
mieux» de facon optimale, cette commande pour satisfaire un critére de

performance.
Par exemple, lors du déplacement d’un véhicule d’un lieu & un autre en

suivant un trajet donné, on pourra effectuer le trajet :

1. soit en un temps minimal,

2. soit en consommant le minimum de combustible.



Chacun de ces critéres implique une loi de commande différente. D’une fagon
générale, le choix de la loi de commande d’un systéme devra s’effectuer en
tenant compte de deux objectifs :

1. assurer les évolutions du systéme d’un état initial donné a un état final
donné ;

2. effectuer ces évolutions de maniére optimale.

1.3 Commande en boucle ouverte

Un systéme de commande en boucle ouverte est un systéme dans lequel
le signal de commande e(t) agissant a I’entrée de ce systéme est indépendant
du signal de sortie.

Si le systéme commandé est bien connu, il est possible & partir de son
modéle mathématique, d’établir la relation définissant s(t) a partir de e(t) :

e(t) = sle(t),) (1.1)

Une telle commande présente deux sortes d’inconvénients :

1. 8'il existe une perturbation z(t) (voir figure 1.7, la grandeur de sortie
sera modifiée ;

2. méme en ['absence de perturbation, la relation 1.1 ne sera vérifiée que si
le modéle mathématique décrit parfaitement le systéme. (Or, ce modéle
est souvent connu de maniére approximative ; il peut évoluer ; le sortie
donnée par la relation 1.1 ne sera qu’une valeur approchée de la sortie
réelle.

FiG. 1.7 — Action de la perturbation

(2) _| Systeme |, 0"

perturbation

1.4 Commande en boucle fermée

Pour éviter les inconvénients précédents, il faut que le signal de com-
mande appliqué au systéme tienne compte, non seulement du signal d’entrée
e(t) qui caractérise le but poursuivi, mais aussi du signal s(t) obtenu. Une
telle commande qui tient compte du signal de sortie est appelée commande
en boucle fermeée. l.e dispositif fournissant I'information sur la sortie est
appelé boucle de retour. Une commande en boucle fermée a donc la struc-
ture indiquée dans la figure 1.8



FiG. 1.8 — Boucle de retour
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Les informations fournies par la comparaison entrée/sortie servent a dé-
finir la loi de commande et le choix de cette loi de commande s’effectuera en
fonction du critére de performance retenu.

Cette structure est trés générale et se retrouve non seulement dans les
systémes techniques mais également, comme déja indiqué, dans les systémes
biologiques, économiques et sociaux.

1.5 Commande avec anticipation

Lorqu’une perturbation peut étre mesurée, on peut pallier & ses effets en
tenant compte de cette mesure a ’entrée du systéme. Une telle action est
dite anticipatrice.

Un systéme en boucle ouverte avec anticipation aura la structure de la
figure 1.9. Cette structure de commande permet, en principe, de remédier a
I'impossibilité, pour une commande en boucle ouverte, de tenir compte des
perturbations.

Fia. 1.9 — Commande avec anticipation
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La sortie s(t) peut étre définie, si on connait bien le modéle mathématique



du systéme par une relation :

s(t) = f(e(t), 2(t), 1) (1.2)

Cette commande conserve 'inconvénient déja cité de la commande en
boucle ouverte, c’est & dire de ne donner une commande correcte que si le
systéme réel est connu avec précision par le modéle de la relation 1.2, ce qui
est trés rarement vérifié.

FiG. 1.10 — Prise en compte de la perturbation
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On peut également utiliser une action anticipatrice dans un systéme a
boucle fermée. Tenant compte du fait que toutes les perturbations agissant
sur un systéme ne peuvent en général étre mesurées, la structure d’une com-
mande en boucle fermée sera alors conforme a la figure 1.10 dans laquelle
7 et Zy représentent 1’un, les pertes mesurables, 'autre celles qui ne le sont
pas.



Chapitre 2

Définition et propriétés
générales des systémes linéaires

Lorsqu’on étudie un systéme physique, on commence toujours par recher-
cher g’il est possible de I’assimiler & un systéme linéaire.

2.1 Deéfinition

Un systéme commandé est dit linéaire s’il peut étre défini par un systéme
d’équations différentielles linéaires a coefficients constants.

Exemple 1

F1a. 2.1 = Circuit linéaire

Le circuit de la figure 2.1 a pour entrée x et pour sortie y, avec :
x : la tension d’alimentation,
y :le courant dans la maille.

Des équations :

v=Ri
_rdi
U_LE
y=i
r=F
F=u+4+v



on obtient : J
Y
2 —
Ry + praak

Il s’agit bien d’une équation différentielle & coefficients constants.

Exemple 2

On commande la vitesse de rotation Q(¢) de I’arbre d’un moteur a cou-
rant continu & flux constant avec la tension U(t) aux bornes de I'inducteur
(Figure 2.2.a). Ce moteur entraine une charge dont le moment d’inertie est
J. Le systéme mécanique présente un frottement visqueux de coefficient f
provoquant le couple résistant

C,=[fxQ
Soit
Co=kx1
le couple électromagnétique. La loi fondamentale de la dynamique donne :
a2
C, = C,+Jx—
—~ dt

Couple moteur .
S~ Couples résistantss

F'1a. 2.2 — Commande de moteur

R

a) b)

Electriquement, le schéma équivalent est celui de la figure 2.2.b. F repré-
sente la force contre électromotrice du moteur. Son expression est :

FEF=kxQQ
La loi d’Ohm donne :

, . di

u=FK+ Ri+ L%
On considére le systéme dont Ientrée est U(t) (commande) et dont la
sortie est Q(t) (résultat obtenu). Il peut étre modélisé par un équation dif-
férentielle on apparaitront les variables U et €. Mathématiquement, ceci

revient & résoudre le systéme :

C,=fxQ
Co=kx1
Ce=Cr+Jx G
EF=FkxQ

u=FkE+Rxi+Lx%



En éliminant 7 dans ces équations, on obtient :

k P20 (f R\ dQ (k4 fR
n=" 4 (L) B (BRI g 2.1
AT (J+L> . +< IJ )X 21)

2.2 Reéponse d’un systéme linéaire

Plus généralement, un systéme linéaire sera décrit par une équation dif-
férentielle du type :

aopy _|_ aly(l) + e + any(n) — bom + blm(l) _I_ e _I_ bmw(m) (22)

avec y( = Ucll;l—f. Ce systéme est dit d’ordre n.

Pour la suite nous supposerons que ag 7 0.

2.2.1 Meéthode générale

Il s’agit de résoudre I’équation 2.2 ou ag # 0. On considére le cas ou le
second membre de I’équation différentielle est I'une des fonctions du temps
suivantes : polynéme, fonction exponentielle, fonction sinusoidale, ou somme
de fonctions de types précédents. En posant

f(t) = box 4+ bz 4+ 4 b2 (™)
(f(t) regroupe tout ce qui est lié & I’entrée, donc connu), il vient :
aoy + ary™ + -4 ay™ = (1)
YVt > 0 la réponse du systéme est de la forme :
y(t) = ye(t) + 1 (t)

avecC :

Y (t) :solution particuliére de I’équation différentielle,
y1(t) :solution de ’équation différentielle sans second membre.

y1(t) fait intervenir les racines de [’équation caractéristique :

a0+ ap+ -t anp" =0

Soient pi,pa, ..., pn les n racines de cette équation. Si ces racines sont dis-
tinctes, y; (t) est de la forme :

yi(t) = APt 4 AgeP?t . A, ePn!

Ay, Ag, ..., A, (constantes d’intégration) sont déterminées en pratique, a
partir des conditions initiales du probléme (valeurs de y et de ses dérivées a
'instant initial). Si le systéme est d’ordre n, il y a n constantes d’intégration
a déterminer : il faut connaitre n conditions initiales.



Si les fonctions exponentielles de y; (¢) sont décroissantes :

lim y, () = 0!

t—00

quand y;(t) ~ 0 : le systéme est en régime permanent ; tant que yi (t)
n’est pas négligeable : le systéme est en régime transitoire.

Régime permanent

Le régime permanent (ou régime établi) est représenté par :

y(t) = ye(t)

o Il est indépendant des conditions initiales. Celles ci n’interviennent que
dans 'expression de ¥ (t).

e Le second membre f(t) ayant I'une des formes indiquées précédem-
ment? , on sait calculer y,(¢).

o Si f(t) = fi(t) + fo(t) + -+ fi(1), alors,
Ye(t) = Yer (t) + yea (t) + - + yer (t)

Plus précisément, y.(t) est la somme des réponses aux f;(t);ep 5 con-
sidérés séparément. Cette propriété, caractéristique des systémes li-
néaires constitue le théoréme de superposition.

Régime transitoire

Il est représenté par
y(t) = ye(t) + 1 (t)
Il dépend en particulier :
e des valeurs des racines de I’équation caractéristique ;

e des conditions initiales.

Régime libre

C’est le régime transitoire particulier obtenu lorsque z(#) = 0, V¢, et qu’on
étudie I’évolution du systéme (z,y), a partir d’un état différent de I’état de
repos. Cet état est défini par la donnée de y et de ses dérivées a un instant
pris comme origine. On a : y.(t) = 0 d’ot y(t) = 1 (¢).

Si le systéme est stable, y(t) tend vers 0. Le systéme reprend ’état de repos.

2.3 Régime harmonique

Dans le cas des systémes linéaires, I’étude théorique (réponse, stabilité)
peut se réduire a une analyse harmonique.

'On dit alors que le systéme est stable
*Souvent, f(¢) sera une constante (échelon) ou une équation de droite passant par 1’ori-
gine (rampe)
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Transmittance isochrone

Pour résoudre I'équation 2.2, il est commode de raisonner sur des gran-
deurs complexes :

XZ XMerJt
On recherche une solution de la forme :
Y = yMejwt+¢
On a:
(ag+ a1 X (Jw)+ ...+ a, X (jw)")xY =
(bo+ b1 x (jw)+ ...+ b X (Jw)™) x X
N Y botbix (jw)+ b2 X ()2 + .. 4 by X (J)™
X ap+ a1 X (jw) +az X (jw)?+ ...+ a, X (jw)?
Xm ap+ a1 X (jw) + ...+ a, X (jw)”
Yar
& %em = H(jw)
N bodb1 X (Jw)Feetbom X ()™
avec H(]w) - a,OO-I-a,ll X(gjw))-l-...-}-anx((]jw))”

H (jw) est la transmittance isochrone du systéme dont I'entrée est X et la
sortie Y.

. . bo+b1 X(]w)++bmx(]w)m
H(]w) - a0+a1X(jUJ)+---+anX(jw)n

Paramétrage avec jw Pour une entrée sinusoidale donnée, la sortie est
également sinusoidale. La sortie est caractérisée par son argument (amplifi-
cation ou atténuation du signal d’entrée) et par son déphasage par rapport
au signal d’entrée. [.’expression
Y(t) = H(jw) x X0

donne :

Yu = |H(jw)| X X

argY (t) = arg H (jw) + arg X (¢)
Il apparait que pour une entrée sinusoidale donnée, et un systéme donné, la
réponse ne dépend que de la pulsation du signal d’entrée. C’est pourquoi, on
a ’habitude de paramétrer I’entrée et la sortie avec la variable complexe jw.

Les diagrammes de Bode (phase et amplitude) décrivent complétement un
systeme linéaire quelconque. On écrira désormais :

Y(jw) = H(jw) x X(jw)

11



Entrée périodique non sinusoidale Un signal périodique quelconque
X (t) de pulsation w peut se mettre sous la forme? :

X(jw) = Ag+ Y Apel erton)

k=1

Compte tenu du théoréme de superposition, valable dans le cas des systémes
linéaires, la sortie Y (jw) est donc égale a la somme des Y (jw) avec :

Yy (jw) = H(jkw) x AgelFotor)

L’étude fréquentielle permet donc de prévoir le comportement (la réponse)
du systéme pour toutes les entrées périodiques.

Entrée non périodique On peut considérer un signal non périodique
comme la limite vers laquelle tend un signal périodique lorsque sa période
tend vers I'infini. La période du signal étant T' = 27”, T — 00 = w — 0. Tout
se passe comme si les raies du spectre se rapprochaient au point que ce spectre
devienne continu. Il n’y a plus de fréquences isolées. On en conclut que la
connaissance de la transmittance isochrone du systéme ainsi que celle du
spectre de la fonction d’entrée permettent de prévoir la réponse du systéme
(rapidité, stabilité, ...).

2.4 Exemple : systéme du second ordre

On rappelle la forme canonique d’une équation différentielle du second
degré.

d* d
Ff + 22w0d—f +wiS = KwiE(t) (2.3)

z est ’amortissement ;

wo est la pulsation propre du systéme.

Solution de I’équation

Pour ¢t > 0, F(t) = Ky, une solution particuliére est :
S(t) = K Ey

La solution générale est la somme de cette solution particuliére et de
la solution de I’équation sans second membre. Les conditions initiales :
5(0)=0et (dd_?)tzo

Le polynoéme caractéristique est :

= 0 permettent de calculer les constantes.

P(X)= X*+ 2200 X + w}

Fourier
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Le déterminant de P(X) est A = 4w3(z* — 1). Dans un systéme physique, z
est une grandeur positive et non nulle. 1l suffit donc de traiter les cas? :
z2< 1= A<0 = deuzr racines complexes conjuguées r et 7
z=1=A=0 = une racine double rq

z>1=A>0 = deux racines réelles ry et ry

On ar =—wy (z—}—\/z?—l) et ry = —wyg (z—\/zz—l). Les

deux racines réelles sont négatives. La solution de I’équation sans second
membre est de la forme : Sy () = Are™’ 4+ Aze™! d’ou :

ry

S(t) = KEy (1 + ent - 1 e”t>
r —T9 T — Ty

C’est un régime apériodique (figure 2.3).

FiG. 2.3 — Régime apériodique
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Le polynéme caractéristique admet une racine double réelle : rg =
—wo La solution de I’équation sans second membre est :

Sl (t) = Aoerot (1 + wot)

d’otu :
S(t) = KEo(1 — e (1 + wot))

C’est un régime d’amortissement critique (figure 2.4).

“Dans un probléme de concours, il conviendrait de ne traiter que le cas correspondant
a lapplication numérique !
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Fic. 2.4 — Amortissement critique.
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Le polynéme caractéristique admet deux racines complexes conju-

guées. 1 = —wyg (z +jV1— 22) et T = —wg (z + jv1— z2> La solution de

I’équation sans second membre peut étre mise sous la forme :
Sy (t) = Ae™**"sin (w,t + ¢)
avec w, = wov1 — 22 d’ou :
S(t) = KEy (1 — e™*"sin (w,t + ¢))

avec cos ¢ = z c’est un régime oscillatoire amorti (figure 2.5).

FiG. 2.5 — Régime oscillatoire amort.

18.0

16.2 o

14.4 -

126 o

10.8 o

9.0

7.2

2.4.1 Transmittance isochrone

[’entrée du systéme est la tension de consigne U(jw). La sortie est la
vitesse Q(jw). La transmittance recherchée est donc la fraction rationnelle
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d’inconnue jw :
S(jw)
E(jw)
On peut directement partir de I’équation différentielle 2.1 obtenue pré-
cédemment :

H(jw) =

d*s d
5 + QZwOTf +wiS = KWjE(t) (2.4)
Avec 'approche harmonique, on sait que % = (jw)X et d;% = (jw)2X
[.’équation différentielle devient :
(jw)? x S(jw) + 2zwo(jw) x S(jw) +wi x S(jw) = KwiE(jw)

d’on :

H(jw) = 77— =

En posant Hy = K, il vient?® :

Hy

. )2
L+ 2o + Uk

H(jw) =

Remarques

Siz>1 ,ledénominateur de H(jw) est décomposable en un produit de
deux facteurs du premier degré en jw d’ou :

1 « 1
1+ jnw 14 jrw

H(jw) = Ho x

avec Ty X Ty = w% Le diagramme asympotique du gain est alors la somme des
4]

diagrammes asymptotiques des deux fonctions du premier ordre. Il en va de
méme pour la courbe de phase.

Siz <1 ,lediagramme de Bode doit étre construit en calculant le module
et la phase de H (jw) pour différentes valeurs de w.

Résonance. 1l y a résonance si z < %; w variant, H (jw) passe par un
maxXimum pour w = wr = woV 1 — 222,

H(wp) = — 0

N 2z4/1 — 22

wpr est la pulsation de résonance. Elle est inférieure & la pulsation propre.

Le coefficient L est appelé coefficient de surtension ou facteur de réso-
Vil pp i i

nance. |l représente la valeur maximale atteinte par le rapport de I'amplitude
de la sortie sur 'amplitude de 'entrée.

*Par définition, Ho est le gain statique
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F1G. 2.6 — Diagrammes de Bode pour z € {0,05;0,1;0,7; 1;2}.
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2.4.2 Premiére application : moteur a courant continu

Un moteur & courant continu, a aimants permanents, entraine une charge
opposant un couple résistant proportionnel & la vitesse de rotation.
Caractéristiques du moteur et de sa charge :

— coeflicient de proportionnalité entre la vitesse angulaire et la f.é.m. de

induit Kg = 0,5 V.rd=l.s

— coefficient de proportionnalité entre le courant et le couple

Ko =0,5N.m.A~!

— vitesse nominale de rotation ny = 1500 tr.mn~

— résistance de 'induit : R =1 Q

— courant nominal d’induit Iy =8 A

1

— courant maximal admis /,,,, = 16 A
— couple nominal Cy =4 N.m
— moment d’inertie total ramené a I’axe du moteur J = 0,01 kg.m?
— couple résistant de type frottement visqueux :

Cr=fxQavec f=12,7x 1072 N.m.rd=!
— inductance de l'inducteur L =5 mH
On pose

k=Kg=Kg

On désire connaitre la réponse du moteur en vitesse de rotation lorsque son
inducteur passe & l'instant ¢ = 0 de la tension d’alimentation nulle & la
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tension Uy = 10 V. 1l est intéressant de traiter ce probléme d’une maniére
trés générale, puis de situer le systéme dans I’'un des cas généraux.

Résolution de I’équation différentielle

On rappelle I’équation obtenue au §2.1 :

iU(t)_dZQ+<£+§>XdQ+<k2+fR>XQ

LJ- T dir T\J L) dt T\ LJ
En posant
f:gz %L+RJ

2x+/k%>+ fRx\/LJ

et avec une entrée en échelon U(t) = Uy (pour t > 0), cette équation prend
la forme :

dZ—Q-I—sz @-I- 20 = KwilU,

di? 0t Wosé = Awylo

Avec les application numériques proposées, et avec Uy = 10 V, on obtient
I’équation différentielle :

d*Q ds?
100000 = ——- 4 201, 27 X — + 5254 x Q

dt? dt
Les paramétres caractéristiques sont :
e z2=1,388
o wy=172,48rd/s

La réponse en vitesse de ce systéme sera apériodique. Elle est représentée
sur la courbe de la figure 2.7

F1G. 2.7 — Réponse du moteur a un échelon U(t) =10 V.

20.

1

©

1 Q(rdis)
164
14
12

2 t(s)

0
000 002 004 006 008 010 012 014 016 018  0.20
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Analyse harmonique

La fonction de transfert est :
Q(jw) K
UGw) 14 2 (ju) + G2

H(jw) =

Avec I’application numérique, on obtient :

1,903
140,038 x (jw)+ 1,9 x 10=* x (jw)?

H(jw) =
Le diagramme de Bode correspondant est représenté sur la figure 2.8.

F1G. 2.8 — Diagramme de Bode (entrée U(t) et sortie Q(t)).

db Gain

10

-10 =~
-20 N
-30 N
-40 AN
-50 ~
N
-60 N
-70 ™
-80 T T T Hz

10 10 10 10 10

degrees Phase

-20 =
-40 N
-60 \\
-80 B
-100
AN
-120 <
-140 ~

-160 T
-180 T T T

———S Hz

10 10 10 10 10

2.4.3 Deuxiéme application : systéme mécanique

Considérons le systéme mécanique constitué d’une masse M, d’un ressort
de raideur k£ et d’un amortisseur de constante f. L’entrée du systéme est
Peffort F(t), sa sortie est la position y(t) de la masse M (figure 2.10).

L’équation différentielle qui régit le fonctionnement de ce systéme s’ob-
tient en appliquant le principe fondamental de la dynamique en projection
sur I’axe vertical. [.La masse M est soumise a :

o l'effort F(t) entrée du systéme;

o leffort exercé par le ressort sur la masse M qui a pour valeur —ky(t) ;
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o leffort exercé par Pamortisseur sur M, de valeur — fy(t) ;
e le poids du systéme.

En choisissant 'origine de y(¢#) = 0 lorsque le systéme est en équilibre, on
peut faire abstraction du poids qui est pris en compte par la longueur initiale
du ressort.

Lorsque le frottement entre deux piéces induit un effort dont le module
est proportionnel a la vitesse relative de déplacement entre les deux piéces,
on dit que le frottement est fluide ou wisqueuz. Si au contraire, le module
de l'effort da au frottement est constant quelque soit la vitesse, alors on dit
que le frottement est sec. Par la suite nous nous intéresserons uniquement
au frottement fluide représentés sur le schéma par un amortisseur.

Le principe fondamental de la dynamique en projection sur I’axe vertical

donne : )
d*y dy
M—= — + ky(t)=F(t 2.5
4 %k = F () (25)
Cette équation est du second ordre. En posant :
K=+
Wy = 4/ %
f

on retrouve ’expression standard :

2
((1173 + QZMOZ—g +wiy = ngF(t)
Etudions la réponse harmonique de ce systéme, en prenant une entrée de la
forme F'(t) = Fysin wt.

Si le mécanisme, composé d’une masse, d’un ressort et d’un amortisseur
est tel que le coefficient z est voisin de 0,707, pour des pulsations w trés
inférieures & la pusation wgy du systéme, 'amplitude du signal de sortie est
proportionnelle au signal d’entrée. Il existe donc une plage de pulsations telles
que ce mécanisme puisse étre utilisé en tant que capteur d’effort (figure 2.9).

Si la pulsation w est trés grande devant wp alors le module de la sortie
décroit de maniére linéaire en fonction du logarithme de la pulsation w de
F'(t). Dans ce cas, le mécanisme permet de mesurer la valeur de la pulsation
de Deffort (figure 2.9).

Si nous cherchons maintenant & obtenir une résonance bien marquée du
systéme, la valeur de z doit étre aussi faible que possible. Il suffira alors
d’exiter ’entrée du systéme au moyen d’un effort sinusoidal de faible module
pour voir la masse M osciller dés que w et wr deviennent voisins.
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F1G. 2.9 — Diagramme de bode (entrée F(t) et sortie y(t)).

db Gain
10 - - —
0 I'amplitude des oscillations
, . - est proportionnelle & la fréquence
-20 Famplitude des oscillations L & du signal d’exitation
-40 est.proportionnelle-a 'amplitude du
signal d’exitation
-60
-80 T T T
- 0 1 2
10 10 Q= 10 10 10
0 degrés Phase
— ]
L
-40 P
-80 \
. N
120 <
\\\»—
-180 ! ! N —
E 0 1 2
10 10 10 10 10
¢ F()
ORORYE =T

rd/s

rd/s

F1G. 2.10 — Systéme mécanique d’entrée I'(t) et de sortie y(t).



Chapitre 3

Fonction de transfert

3.1 Généralités

La transmittance isochrone d’un systéme linéaire peut se mettre sous la
forme :

bo+ by X (jw) + by x (Jw)* + ...+ by X (jw)™

H(jw) =
(Jw) ap + a1 X (jw) +ag x (jw)? + ...+ an x (jw)"

D’autre part, on a vu que les coefficients intervenant dans cette transmittance
sont les mémes que ceux qui caractérisent I’équation de la réponse du systéme
(solution de I’équation différentielle). Cette remarque a pour conséquence
qu’il y a deux approches possibles lors de I’étude d’un systéme :

1. résoudre I’équation différentielle ;

2. étudier les propriétés de la transmittance et en déduire le comporte-
ment du systéme.

Dans la pratique c’est cette deuxiéme solution qui est retenue. L’étude des
systémes est alors liée aux propriétés des fractions rationnelles de IR[X]. En
effet, si on pose X = jw, la transmittance H (jw) est identique & une fraction

rationnelle F(X) de IR[X] :

Cbo+ b X X by x X244 by x X N(X)

F(X =
(X) apt+ a1 x X +agx X2+ ... +a, x X» D(X)

Or, on sait qu’'un polynéme P de IR[X] peut se mettre sous la forme d’un
produit de facteurs de polynomes de degré 1 de IR[X] et de polynomes de
degré 2 de IR[X]. On rappelle le théoréme vu en cours de mathématiques :
Soit Py I’ensemble des polynomes de IR[X] du second degré, unitaires et a
discriminant strictement négatif!.

Théoréme 1 A tout polynéme non nul P de IR[X ], on peut associer un, et
un seul triplet constitué d’un élément non nul a de IR et de deux applications

' s’agit donc des polynémes de la forme Q(X) = X? — 2Re(z) X + |z|?, ol « est un
nombre complexe non réel.
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presque nulles v : IR—IN, p : Py —IN, tel que
P=a]] (x-2)® ] Q" (3.1)
a:ElR QEP:
On dit que (3.1) est la décomposition de Gauss* du polynéme P.

v(z) et u(Q) sont les ordres de multiplicité respectifs de (X — z) et Q.
En appliquant ce théoréme au numérateur et au dénominateur de F(X),
on obtient :

(1+7m:X) [1 (1+ uX 4+ X—)
440 =1 j:l 1 wl]
F(X) - B_O m! m! (32)
(1+ 7 X) TT (1+ Za X 4 X—Q)
el =1 way Wy,

avec n = n' + n' et m = m’ + m"”. Les polynémes du second degré sont
supposés irréductibles dans IR.

La fonction de transfert H(jw) peut donc étre mise sous la forme d’un
produit de fonctions de transfert élémentaires prises dans I'un des cas sui-

vants :
Ho(jw) = K (constante) (3.3)
H,(jw 14+ mjw
1
Ha(j — :
o) = (35
Ha(jw) = 14 Zjot UL (36)
w —— T )
37 w1 J w%
. 1
Hy(jw) (3.7)

225 ; (Jw)?
o+ g

La représentation de Bode effectuant de maniére naturelle la transfor-
mation de produit en somme (propriéré du logarithme), on en conclut que
la transformation de H (jw) en produit de facteurs irréductibles permet de
tracer trés simplement son diagramme de Bode.

3.2 Diagrammes de Bode des fonctions élémentai-
res

3.2.1 Formes H,(jw) et H3(jw)

Les pentes des courbes de gain sont positives. Pour le premier ordre,

1

1. 'asymptote coupe I'axe des abscisses au point fo = 5

2Tes polynémes irréductibles de IR[X] étant les polynomes de degré 1, et les polynémes
de degré 2, il est souvent commode de calculer d’abord la décomposition de d’Alembert
dans © et de grouper les racines imaginaires conjuguées
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2. la pente de I'asymptote de la courbe de gain est +20 dB/décade ;

Quant au second ordre,

wo .

1. I'asymptote coupe I'axe des abscisses au point fo = 5% ;

2. la pente de I"asymptote de la courbe de gain est +40 dB/décade ;

Fig. 3.1 -

Gain
130 db

110+
901
70+
50+

30+

10+

H3

H1

-10 T T T T
-2 -1 0 1 2

10 10

degrés Phase

10

s f(Hz)

-180
-200 A
-220 1
-240 1

-260 //
-280

-300 1 1
-320 1
-340

-360 T T T T

10 10 10

3.2.2 Formes H,(jw) et Hy(jw)

Les pentes des courbes de gain sont négatives. Pour le premier ordre,

1. 'asymptote coupe I'axe des abscisses au point fo = 5

2. la pente de I"asymptote de la courbe de gain est -20 dB/décade ;

Quant au second ordre,

wo

27

2. la pente de I'asymptote de la courbe de gain est -40 dB/décade ;

1. 'asymptote coupe I’axe des abscisses au point fy =

Concernant les diagrammes asymptotiques, il existe une relation entre le
diagramme de gain et le diagramme de phase : une pente de -20 dB /déc

23
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db

FiGc. 3.2 -

Gain

10

_10 4
-30 A
-50 A
-70 A
-90 A

-110

-130

10

o
[N

10 10

0 degrés
-20 1
.40 4
.60 4
_80 4

-100 -

-120 -

-140 A

-160 1

-180

10

2 3
10 10

correspond & un déphasage de -90 degrés, et une pente de -40 dB /déc cor-
respond & un déphasage de -180 degrés. Plus généralement, pour une pente
de —n x 20 dB/déc, le déphasage sera de —n x 90 degrés.

3.3 Applications

Exercice 1

Tracer les diagrammes de Bode des transmittances :

G1(jw)
Ga(jw)

Gs(jw)

K(jw+7
jw(iw + 1) (jw +4) (jw + 5)
5,8 1+0,85jw

X
Jw (14 0,485w)(140,27jw)
1+40,5jw
2
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Exercice 2

Donner ’expression des transmittances dont les diagrammes asympto-

tiques sont donnés dans la figure 3.3 en coordonnées de Bode. Les systémes

étudiés sont a déphasage minimal®.

F1G. 3.3 — Exercice 2(a)

Gain
db

40

201

-20 dB/déc

-20 1

-40 1

-60 1

-80 1

9

18
I

-40 dB/déc

-100 | | |
0,0001 0,001 0,1 1

Exercice 3

10

100

1000

Le schéma fonctionnel d’un asservissement électro-hydraulique est donné

sur la figure 3.6

Les fonctions de transfert de I'amplificateur et de la servo-valve sont
assimilables & des constantes K; et K. [.’ensemble vérin + charge est défini

par les équations suivantes :

- . AT _ Qdz - d(Pa—P
Equation de débit : Q = S + Ko%

Equation des forces : (Py— Pg)S=r.z+ f%

avec :
() débit fourni au vérin ;

S section du vérin;

_l_mdQ_z

dt?

P4, Pp pressions dans les deux chambres du vérin ;

r. raideur de I’élément essayé;
f frottement visqueux de ’ensemble mobile ;

m masse de I’ensemble mobile ;

st a dire qu’il ne comportent ni retart pur, ni déphaseur pur. La relation vue

auparavant entre la courbe de gain et la courbe de phase est donc vérifiée.
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F1G. 3.4 — Exercice 2(b)

Gain
db

40

20—~ T T T -~ —T T~ I

b\

0 | . !
0/1 0,18 0,4 20

-20 7

-40 1

-60 1

-80 1

-100 | | | |
0,001 0,01 0,1 1 10

F1G. 3.5 — Exercice 2(c)

Gain

100

1000

-40 1

-60 1

-80 1

-100 | | | |
0,001 0,01 0,1 1 10

z position de 'ensemble mobile par rapport au bati.

100

1000

La grandeur de sortie est la position z et la fonction de transfert du capteur
de position est assimilable & une constante K3. Déterminer la fonction de

n (jw)
e(jw)

trnsfert en boucle ouverte
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FiG. 3.6 — Erercice 3(a)

Amplificateur

Servo-valve

b1

i
=

K2

Vérin +charge

Capteur

FiG. 3.7 — Kzercice 3(b)

i
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Chapitre 4

Systémes asservis linéaires

4.1 Deéfinition d’un systéme asservi

4.1.1 Définition

Un systéme asservi est un systéme de commande en boucle fermée avec
amplification de puissance, I’énergie disponible & la sortie étant fournie par
une source d’énergie (amplificateur de puissance) modulée par les signaux
de commande.

4.1.2 Eléments constitutifs

Le schéma fonctionnel relatif & un systéme asservi monovariable (fi-
gure 4.1) met en évidence les éléments fondamentaux d’un tel systéme sur
lequel agissent une grandeur d’entrée et une perturbation se situant a un
niveau quelconque.

Fic. 4.1 -

\Lperturbation
z

e Capteur 8 ‘comparateur| B l K s
—=| transducteur [—= Correcteurs| Amplificateur =| Actionneur Systém

Capteur
(mesure de s)

Capteur. Un capteur permet de mesurer une grandeur physique en la
convertissant en une autre grandeur physique plus commode pour le traite-
ment ultérieur de cette information. 'I'rés fréquemment, la grandeur de sortie
du capteur sera un grandeur électrique, courant ou tension. Exemples :

les capteurs de position tels que le potentiométre, ...

les capteurs de vitesse tels que la dynamo tachymétrique;
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les capteurs d’accélération , de pressions, de températures, de niveaux,

Comparateur ou détecteur d’écart. Un comparateur permet de com-
parer les grandeurs physiques images des grandeurs d’entrée et de sortie. La
facon la plus simple de faire cette comparaison consiste & effectuer la dif-
férence entre ces deux grandeurs. Un amplificateur différentiel, ou un mon-
tage soustracteur & base d’amplificateurs opérationnels peuvent réaliser cette

fonction 1.

Correcteurs. Ces organes, dont I’étude constitue un chapitre de ce cours,
servent a élaborer, & partir de la différence entre les mesures d’entrée et de
sortie, un ordre de commande permettant de concilier les exigences généra-
lement contradictoires de précision et de stabilité?.

Amplificateur. Un amplificateur est destiné a transformer la commande &
faible niveau d’énergie issue du détecteur d’écart en un signal de commande a
niveau d’énergie plus élevé susceptible de commander un moteur, une vanne,
un vérin, ...
[’amplificateur est alimenté par une source d’énergie externe nonreprésentée
sur le schéma fonctionnel et son signal de commande sert & régler la fraction
de cette énergie que ’'on admet & la sortie. Citons par exemple :

— les amplificateurs électroniques a thyristors ;

— les groupes Ward-Léonard ;

— les distributeurs hydrauliques.

~ 2

Actionneur de systéme a régler. [’actionneur est un organe de puis-
sance pouvant modifier la grandeur de sortie du systéme & régler. Le type
d’actionneur dépend de la nature du systéme et de la grandeur a régler. Il
en existe une trés grande variété :
— moteurs électriques, hydrauliques, thermiques, pour commander une
vitesse, une position, un couple, ...
— vanne a débit réglable pour commander un débit, un niveau, la concen-
tration d’un mélange, les calories fournies par un brileur,. ..

4.2 Asservissement et régulation

Fonction asservissement. [a grandeur d’entrée principale est e(t) et le
systéme bouclé est congu pour que la grandeur de sortie suive les évo-
lutions définies par la grandeur d’entrée.

'On réalise également des comparateurs & I'aide de dispositifs mécaniques, pneuma-
tiques, hydrauliques, ...

2 R -

Tous les systémes asservis n’ont pas de correcteurs
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Fonction régulation. La grandeur d’entrée e(t) reste constante. Elle est
fixée a une valeur appelée valeur de consigne. Le systéme a pour fonc-
tion principale de maintenir la grandeur de sortie constante malgré les
perturbations.

4.3 Classification des systémes asservis

On peut distinguer :

les systémes continus et les systémes discrets. Dans un systéme continu,

les grandeurs caractérisant ce systéme sont connues a tout instant alors
que dans un systéme discret, une grandeur au moins n’est connue que
pour certaines valeurs du temps (pour z = nT avec n € IN)

Dés I'instant ou un calculateur numérique intervient dans la boucle,
on a affaire a cette catégorie. [.’étude des systémes échantillonnés est
un domaine faisant appel a des modéles et a des techniques de calculs
particuliers.

Les systémes linéaires ou non linéaires. Dans un systéme linéaire on
peut appliquer le principe de superposition.

Vie[0,N] eilt) — silt)
iZaiei(t) — ZO&iSi(t)

Les systémes non linéaires sont de type trés variés. On distingue d’une
part, les systémes continus décrits par des équations différentielles non
linéaires, et d’autre part, des systémes ayant une partie linéaire et un
partie non linéaire comme un relais, un seuil, un cycle d’hystérésis, ...

Les systémes variants ou invariants. Un systéme variant est tel que I’é-
quation qui le décrit a des coefficients fonction du temps alors que ces
coefficients sont constants pour un systéme invariant.

4.4 Fonctions de transfert d’un systéme bouclé

4.4.1 Systéme a retour unitaire

Un systéme est dit & retour unitaire si son schéma fonctionnel se met
sous la forme suivante :

e(jw) — €(w) s(jw)

T(jw) T

La fonction de transfert H (jw) du systéme bouclé est telle que :

s(jw) = H(jw) X e(jw)
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On peut ’exprimer en fonction de T'(jw). En effet,

{ s(jw) = T(jw)e(jw)
c(jw) = e(jw) - s(jw)
donne ,
(i) = g X el
ot :
H(jw) = 117(!'(%)

(4.1)

Systéme du premier ordre

Considérons le systéme asservi dont le schéma fonctionnel est :

() _e(w) [ ()

¢ 1475w I

De la fonction de transfert en boucle ouverte (FTBO) T'(jw), on déduit la
fonction de transfert en boucle fermée (FTBF) H (jw) :

K
. T_]UJ 1475w
H(]w)— ( ) _ +77

1+ T(w) 1+

Soit, ]
K

H(jw) = — KL

) =

Le systéme bouclé reste un systéme du premier ordre avec :
K

— un gain statique K’ = 75

— une constante de temps 7/ = =

K+1

Exercice 4

Montrer qu’un systéme a retour unitaire dont la chaine directe est un
systéme du second ordre caractérisé par K ,wg et z reste un systéme du
second ordre. Exrprimer les paramétres K', w{ et z’. En prenant

wop=1rd/s,z=1et K =2,

représentez sur un méme graphique les réponses du systéme en boucle ouverte
et du systéme en boucle fermée.
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e(jw)  €(jw) , s(jw)

FiG. 4.2 — Systéme a retour non unitaire

4.4.2 Systéme a retour non unitaire

Il s’agit des systémes comprenant dans leur schéma fonctionnel un élé-
ment de schéma comme celui de la figure 4.2 La fonction de transfert H (jw)
du systéme bouclé est telle que :

s(jw) = H(jw) x e(jw)
On peut 'exprimer en fonction de T'(jw) et de G(jw). En effet,

{sow>:= T(jw)e(je)
o) = e(jw) - Giw) x s(jw)

d’ou :

(4.2)

Remarque :

On peut toujours transformer (théoriquement) un systéme a retour non
unitaire en systéme a retour unitaire. En effet,

7(j)
T T(2)GGw)
(e)Glw) 1
TFT(GR)GGR) * Glw)

H(jw)

Ce qui correspond au diagramme fonctionnel transformé de la figure 4.3 :

Exercice 5

Un enregistreur & servo-mécanisme est conforme au schéma de la fi-
gure 4.4

e en Volts est la tension & enregistrer ;
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U I 1) ¢ ) I 2

FiG. 4.3 — Retour non unitaire, transformé.

_®_ Amplificateur — Moteur + réducteur
+ charge

L Potentiomeétre

FiG. 4.4 — Fzercice 5

S en radians est la position de la sortie de I’enregistreur.

L’amplificateur de gain K; commande 'induit du moteur.
Le moteur & courant continu a excitation constante attaque ’arbre de de
sortie par I'intermédiaire d’un réducteur de vitesse de rapport % = % avec 6
en radians définissant la position de I’arbre moteur.

Notations :

R et L : résistance et inductance de 'induit ;
K1 : couple moteur, ¢ étant le courant d’induit ;

Jmy fm : moment d’inertie et coefficient de frottement visqueux de ’arbre
moteur ;

Ims fm @ tdem pour 'arbre de sortie;
K3 : coefficient du potentiométre (en V/rd).

Faire le schéma fonctionnel détaillé du systéme dans lequel on fera appa-

raitre une perturbation, couple Z appliqué sur ’arbre de sortie et calculer la
S(jw

fonction de tranfert Z0w)

Exercice 6

Donner, pour chacun des schémas blocs suivants la relation existant entre
e et s.

Exercice 7

Un groupe WARD LEONARD est conforme au schéma de la figure|4.7. Un
moteur asynchrone entraine le rotor d’une génératrice. La force électromo-
trice de la génératrice est proportionnelle au courant parcourant son circuit
inducteur :

U. = K11,

La tension U, aux bornes de I'induit de la génératrice commande le circuit
induit d’un moteur & courant continu. Le couple moteur est proportionnel
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H,

F1G. 4.5 — Exercice 6(a)

F1G. 4.6 — Erercice 6(b)

au courant.

C=Kyu

La force contre électromotrice £ du moteur est proportionnelle & sa vi-
tesse.

de,,
E=Ky—m
T

Le moteur entraine une charge de moment d’inertie .J, par I'intermédiaire
0

Im.
fs °

d’un réducteur de rapport de réduction n =

| 6
[
\\ - U, Y
R, L b
|
N T
moteur —7 | =<— _—
asynchrone
génératrice moteur

F'1G. 4.7 — Groupe WARD LEONARD (Ezercice 7)

On appelle R et I la résistance et 'inductance du circuit inducteur de
la génératrice. De méme, r et £ sont la résistance et I'inductance du circuit
induit du moteur.
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La grandeur d’entrée étant la tension V., aux bornes de I'inducteur de la
génératrice , et la grandeur de sortie la position 6; :

a) Exprimer .J, moment d’inertie équivalent, en fonction de .J,,, moment
d’inertie de I’arbre moteur, et de .J., moment d’inertie de la charge.

b) Exprimer de méme f, coefficient des frottements fluides en fonction de
fm et de f..

¢) Ecrire les équations de tous les éléments.
q

d) En déduire le schéma fonctionnel du systéme.

Application numérique :
R=509Q,L =50mH, Ky =500 V/A,r =109, ¢/ = 10 mH,
K3z = 1V/rd/s, Ky =1 mAN/A, J = 0,01 kg.m?, f ~ 0, n = 10.

e) Montrer que le schéma fonctionnel peut se mettre sous la forme de celui
de la figure 4.8

U
\/e 1 ) 500 e 1 | l Cm 100 er l es
50(1+0,05w) 10(1+0,00f w) (jw)? 10

jw

FiG. 4.8 — Schéma fonctionnel (Fzercice 7)
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Chapitre 5

Stabilité des systémes asservis

Un systéme physique est stable s’il retourne spontanément vers
son état d’équilibre lorsqu’il en est écarté.

5.1 Condition de stabilité

On rappelle qu’a un systéme décrit par une équation différentielle linéaire
a coeflicients constants
dy my dx ™ g
a g X — 4 4a, X — = bopxr+b X —4+-+by X —
oy +ay 7 +rtay, T 0 + 01 7 + -t o, P

correspond & une transmittance :

N(jw)  bo+br x (jw)+...4 by X (jw)™

H(jw) = D(jw)  ao+ay X (jw)+ ...+ a, X (jw)"

Cette fraction rationnelle d’indéterminée jw se décompose en éléments simples
dansC :
Aq Ag Ap

H(jw) = .. _m
V)= T oo T T oo,

Supposons que les conditions initiales soient nulles, et que I’entrée a laquelle
est soumis le systéme est un échelon :

e(t) = Ey (t > 0)

La sortie s(jw) s’exprime en fonction de e(jw) grace & la transmittance
isochrone :

A A Ap )
SN B

Goonm o T T e

s = H(jw) x eljuo) = (

ou les \; sont les racines (ou zéros) de D(jw)'. On en déduit I’expression
isochrone de la sortie :

Ay xe(jw) | Ay Xe(jw) T A, X e(jw)

s(jw) =

Jw — A Jw — Ag jw— A,

'On dit également que les A; sont les péles de H (jw)
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Nous avons vu plus haut que les racines A, sont, soit réelles (\; = a;)ou sinon,
elles peuvent étre regroupées par paires de complexes non réels conjugués

(A= Br) =

jw—an, X% sfw )

Bljw+cl / ++ +
(9 - (B +B)iw+p. B’

B,jw+ G
(9 ~ (B+R)iw+p, B

B.jw+ G,

FiG. 5.1 — Décomposition de la transmittance isochrone

L 3N )

k_n2
. A; xe ]w Bk]w—i—Ck) X e(jw)
S(jw) Z w — o, + Z 2
i=1 J ? k=1 ﬂk + 516)]“ + | Br|

(n=mny 42X ny)

D’autre part, compte tenu de la propriété de linéarité, on peut dire que
la sortie s(t) est la somme des réponses & e(t) des ny + ny systémes abstraits
issus de la décomposition précédente. La figure 5.1 montre sous forme de
schéma bloc, la décomposition fonctionnelle qui résulte de la décomposition
de la fraction rationnelle d’intéterminée jw.

En posant

Br = bp + jwr et B_k:bk_jwk
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La solution s’exprimera alors par :

i:TLl k=n2
0= 35 B 3 D 40450
i=1 k=1

La sortie s(t) trouvera une position d’équilibre si toutes les exponentielles
de la solution générale tentent vers 0, c’est & dire si les solutions réelles sont
négatives, et si les parties réelles des solutions complexes sont également
négatives. D’une maniére générale,

Un systéme de transmittance H (jw) = %(% est stable

si la partie réelle de tous les zéros (dansC[jw]) de D(jw) est strictement négative .

Cette condition est nécessaire et suffisante.
Cependant, sa traduction directe est généralement difficile :
— soit parce que la transmittance est connue expérimentalement,
— soit parce que mathématiquement, la recherche des poéles est inextri-
cable.
On emploie des critéres premettant de vérifier si cette condition est satisfaite
sans avoir a calculer les poles de la fonction de transfert.

5.2 Critére de RouTH

On se bornera a indiquer sans justification les régles d’application de ce
critére.
5.2.1 Enoncé du critére

Soit un systéme de transmittance :

H(]w): bo—l—b1>< (jw)—l—b2>< (]W)2++bmx(]w)m
4o F a1 X () T 3 %X G2+ -ty % (ju)"

Condition nécessaire et suffisante de stabilité : il faut et il suffit,
pour que le systéme soit stable, que les racines dans C[jw] de

ag + ap X (jw) + ag x (jw)* + ...+ a, x (jw)" =0

aient leurs parties réelles strictement négatives.

Traduction par le critére de RouTn : il faut et il suffit :

1. que tous les coefficients a;(i < n) soient présents et de méme signe,

2. que tous les termes de la 1°"® colonne du tableau ci dessous soient

positifs :
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ap, ap—2 | Un—q

Gy 1 p_3 Gpy_5

Cp Cp—2 Cpn—a

Cpn—1 Cp—3

()"~ [ dn | dney | dna
S {07 Tty TL}

Les coeflicients successifs sont formés comme indiqué ci dessous :

Po— Ap—10p—2—0nln—3 c 9 = An—12n—4—Anlp—5
n — n—a =

an—1 an—1
c _ Cnlp—3—0anpn—1Cp=2 c _ Cnlp—5—0p—1Cn—4
n-1= = o n-3 =~ o

On reproduit le procédé de calcul pour les lignes suivantes, chaque
ligne étant obtenue & partir des 2 lignes précédentes. Il faut continuer
jusqu’a ce que tous les coefficients d’une méme ligne soient nuls.

5.2.2 Exemple

Recherchons la condition de stabilité pour un systéme dont le dénomina-
teur de la transmittance est :

D(jw) = (jw)* + 8(jw)® + 17(jw)* + (k + 30)jw + k
L’équation caractéristique est :
() + 8(jw)? +17(jw)* + (k + 30)jw+ k=0

Tous les coefficients de D(jw) sont présents et de méme signe : la premiére
condition est vérifiée. Pour vérifier la seconde condition, il faut construire le

tableau de RouTH :

(jw)4 1 17 k
(jw)3 8 k+3010
(juw)? | 17 - 20 k 0
(jw) || k+30- 17_% 0 0
(jw)° || & 0 0
On en tire les conditions suivantes sur la variable & :
k
17 — 430 v 0
k+ 30— T_EEEm > 0
8
k > 0
k< 106
Sk < 63
k> 0

La condition de stabilité est donc 0 < k < 63.
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5.2.3 Inconvénients du critére de RouTH

— 1l exige la connaissance algébrique de la transmittance.

— Son emploi peut s’avérer difficile lorsque les conditions algébriques sont
«lourdesy. (Il convient dans ce cas de faire appel a un logiciel de calcul
formel ...)

— 1l ne donne aucune indication sur la marge de stabilité.

Exercice 8

Un systéme asservi est conforme au schéma bloc suivant :

e(je) _ e(jw) - s(jw)

Jo(1+2;0)(140,55w) T

Déterminer par le critére de RouTH la valeur limite de K pour laquelle le

systéme est stable.

Exercice 9

A Daide du critére de RouTH déterminer si les systémes dont les équations
caractéristiques sont données ci dessous sont stables

a) 5(jw)’+ 6(jw)?+6jw+2=10
b) 0,3(jw)+ 2, 6(jew)* + 6,9(jw)* + 9, 5(jw)? + 10, 3jco + 4,6 = 0

Exercice 10

Etudier par le critére de ROUTH la stabilité des systémes dont les fone-
tions de transfert en boucle fermée sont données par :

1
B ) g 0 S )
by 1
(Jw)®+6(jw)?+11jw+6

Exercice 11

On considére un systéme asservi corrigé composé de deux blocs :

(i) o elie) [ 5 1 ()

Tiw (Jw)?+2jw+2 N

Le premier bloc 7-% est paramétrable afin de s’adapter & différentes configu-

rations. Le second bloc ) est le processus & commander. Donner

1
Jw)2 42 w42
une relation entre K et T qui garantira la stabilité d’un tel systéme.
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5.3 Critére du revers

5.3.1 Introduction

Soit un systéme asservi de transmittance isochrone en boucle ouverte
T(jw). Pour qu’il soit stable, il faut et il suffit que tous les péles de la
transmittance en boucle fermée ait une partie réelle strictement négative.
Dans le cas d’un systéme stable en boucle ouverte et & déphasage minimal®
on peut appliquer un critére simplifié de stabilité obtenu en transposant sous
forme graphique la condition de signe des poles dans le plan complexe (plan
de Nyquist). Ce critére dit du revers est applicable a la grande majorité
des systémes asservis usuels. L’intérét du critére du revers est 1’étude de la
stabilité d’un systéme en boucle fermée, en analysant le comportement du
systéme en boucle ouverte.

5.3.2 Transformation conforme

[’étude de la transmittance en boucle ouverte T'(jw) a donné lieu & la
recherche des poles et des zéros de la fraction rationnelle 7'(p) de C[p].
L’indéterminée p peut s’écrire :

p=a+tjw

La transformation conforme définie par 7'(p) fait correspondre & tout point

M Y
w
(C)/ Re / Re
/ a
(@ (b)

Fi1Gg. 5.2 — Transformée conforme

M du plan complexe , M(a 4 jw) un point N, N(X + jY) dans le plan
complexe, défini par :

T(a+jw) = X(o,w) + Y (a,w)

Si M décrit la courbe (C) dans le plan complexe, N décrit la courbe (I')
appelée transformée conforme de (C) dans la transformation définie par T'(p)

2Systéme linéaire ne comportant ni retard pur, ni déphasage pur.
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5.3.3 Propriétés de la transformation conforme

— Elle conserve les angles avec leur sens. Les droites w = constante et
w = constante ont des transformées orthogonales®.

— M décrivant ’axe imaginaire dans le sens des w croissants, N décrit
la courbe représentative de la transmittance 7'(jw) en boucle ouverte
car ce lieu correspond & a = 0.

Im a<0 Im
w= cte
N
[} M Q
© ©
't's 'z's a>0
Re Re
a<0 ' a>0 l ‘

(a) (b)

FiG. 5.3 — Propriétés de la transformée conforme

— Le sens des angles étant conservé, puisque M laisse & sa gauche les «
négatifs et a sa droite les « positifs, le point N laisse a sa gauche les
courbes T, (a.,w) avec a, négatif constant, et a sa gauche celles avec
les « positifs constants.

— Les transformées des courbes (C) avec w = constante sont des courbes
T,. (@, w,) orthogonales aux courbes T, _(a.,w) (avec o, = constante).

5.3.4 Critére du revers

Soit un systéme asservi donné par le schéma fonctionnel suivant :

e(je) _ e(juw) —— ()
KG(jw)

F(jew)

Sa transmittance en boucle ouverte est
T(jw) = KGF(jw)
Sa transmittance en boucle fermée est :

., KG@jw) | KG(jw)
HGw) =17 KGF(jw) 1+ T(jw)

3 Avec mémes échelles.
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Soit @ + jw. une racine de 1+ T'(p). a. + jw. est donc un péle de la
transmittance en boucle fermée. Or, a. + jw. vérifie également la relation :

T(oe + jw,) = —1

et on peut alors connaitre le signe de sa partie réelle en appliquant les pro-
priétés du paragraphe précédent. En effet, la transformation conforme d’un
pole de H(p) par T'(p) le place au point -1. Il sera & partie réelle négative si
N parcourant T'(jw) dans le sens des w croissants, laisse le point A(—1) a sa
gauche (car M parcourant I’axe jw dans le sens des w croissants laisse a sa
gauche les nombres complexes a partie réelle négative.

KG(jw)
4T (jw)

En résumeé... Soit & étuduer la stabilité du systéme H (jw) =

z est un pole de H (jw)

La transformation conforme de z par 7" est le point d’affixe (-1).

U

Si z est & partie réelle négative alors il est laissé & gauche lorsque M décrit
I’axe jw dans le sens des w croissants.

U

Aprés transformation conforme, la transformée de 2 (= -1) est également
laissée & gauche par la transformée de M c’est a dire par le parcours du
point N sur la courbe de T'(jw) décrite dans le sens des w croissants.

La courbe (I') décrite par le point N(7'(jw)) , transformée de M (jw) pour
w allant de 0 & l'infini, s’appelle le lieu de NYQUIST.
Des remarques précédentes, on déduit le critére du revers :

Critére du revers : Un systéme asservi est stable si en parcourant le lieu
de NYQUIST dans le sens des w croissants, on laisse le point A(—1) & gauche.
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FiG. 5.4 — Si z et y sont des pdles de H, alors, leur transformée par T’ est le
point d’affive (-1). Le signe de la partie réelle de x est négatif. Sa transformée
(-1) est laissée a gauche par le point N(T(jw))w=w,. Le signe de la partie
réelle de y est positif. Sa transformée (-1) est laissée a droite par le point
N (1) sy

Remarque : Si le systéme étant stable, 7'(jw) passe prés du point -1, la
transformation conforme montre que les racines de 14 7'(p) = 0 auront une
partie réelle o négative avec a petit. Donc, les régimes transitoires seront
faiblement amortis.

5.3.5 Critére du revers dans le plan de BoDE

Le point -1 a pour module 1 et pour déphasage —180°. On en déduit
I’expression du critére du revers dans le plan de BODE :
le systéme asservi est stable si & la pulsation pour laquelle |T'(jw)| = 1
soit |T'(jw)|ss = 0, le déphasage de la transmittance en boucle ouverte est
inférieur & —180°.4

Cette valeur de w, soit w,, est dite pulsation de coupure en boucle ouverte.

Loi de BopE Elle constitue une approximation du critére du revers souvent
utilisée en électronique. On peut remarquer que pour un systéme a déphasage
minimal, & une pente de n X (—20dB/dec) de la courbe de gain correspond
un déphasage de n x (—90°). Donc si la relation pente/déphasage est vraie,
la condition de stabilité précédente peut s’écrire :

Le systéme sera stable si & la pulsation w,, pour laquelle |T'(jwe,)|s = 0,
la courbe de gain est supérieure en valeur algébrique & -40 dB/dec.
Cette interprétation peu étre mise en défaut non seulement si le systéme
n’est pas & déphasage minimal, mais aussi si les courbes de gain et de phase
ne sont pas équivalentes a leurs asymptotes pour w = w,.

*ou bien : "le systéme asservi est stable si 4 la pulsation pour laquelle Arg(jw) = —180°,
|T(jw)|lar < 0", cependant, cette deuxiéme version méme si elle parait plus proche du
premier principe énoncé ne permet pas de définir les marges de stabilité pour des systémes
d’ordre inférieur ou égal a 2, c’est a dire de quantifier le c6té pratique de la stabilité des
systémes.
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5.3.6 Application

On étudie la stabilité du systéme a retour unitaire suivant :

e(jw)  e(w)

K

(1+0,17w)3

s(jw)

.

L.e diagramme de BoDE de la fonction de transfert en boucle ouverte
est représentée sur la figure 5.5 pour trois valeurs de K : K = 2, K = 8
et K = 20. En appliquant le critére du revers dans le plan de BODE pour
chacun de ces cas, on peut déterminer la stabilité du systéme en boucle
fermée. La valeur K = 8 parait étre la limite de stabilité du systéme. Ceci
peut se vérifier par le critére de ROUTH.

Magnitude
db
30 .
LT
101 T
~
-10 4 S~ T~
\\\\\\\
-30 1 ~ NI
\\\ \
-50 1 \\s\
70 \§§§\
N
SN K =20
-90 A S E:_az
-110 T T T
2 -1 0 1 2 Hz
10 10 10 10 10
Phase
0 —degrees T
‘_\
—~_|
T~
™~
\\
N
-100 B
-110
-180
-200 1 >~
-205 ~-L_
\\\___
T Hz
-300 T T T
2 -1 0 1 2
10 10 10 10 10

Fic. 5.5 — Les 3 courbes de gains présentent des pulsations de coupures dif-
férentes. Les courbes de phase sont identiques

5.3.7 Interprétation physique d’un systéme juste oscillant

Un systéme bouclé avec une entrée nulle peut-il osciller ?
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e(jw) , €(jw) s(jw)

K x G(jw)
F(jw)
Avec e(jw) on obtient :
{ (u) = —FQw) xs(w)
s(jw) = K xG(jw) x e(jw)

= s(jw) (1 + KG(jw) F(jw))

La solution s(jw) est non nulle si

1+ KG(jw)F(jw) =0
& KG(jw)F(jw) =-1
= arg KG(jw)F(jw) = —180°

On retrouve le point critique. Le systéme est oscillant si la courbe T'(jw) =
KG(jw) F(jw) passe par —1.

On congoit qu’un systéme stable aura un comportement d’autant plus
voisin de celui d’un systéme oscillant que la courbe de T'(jw) passera prés
du point —1, et donc, que pour que le systéme soit suffisemment amorti, il
conviendra que la courbe T'(jw) passe «suffisemment loiny du point -1.

5.4 Notions pratiques de stabilité

5.4.1 Principe

La stabilité est une condition impérative pour le fonctionnement d’un
systéme. Pour les systémes faisant I’objet de ce cours, le respect de cette
condition peut étre vérifié par le critére du revers. Le systéme est donc stable
si le lieu de BODE parcouru dans le sens des w croissants est tel que pour un
gain de 0 dB, la phase est inférieure & 180°. Cependant :

1. Il ne faut pas qu’une variation accidentelle des caractéristiques du sys-
téme par rapport a celles prévues lors de I’étude entraine une variation
du lieu de transfert rendant le systéme instable. 1l est nécessaire, pour
prévenir de tels événements que le lieu de transfert passe suffisemment
loin du point -1.

2. Lorsque le lieu de transfert passe par le point -1, le systéme est juste
oscillant. S’il passe prés du point critique, tout en restant stable au sens
mathématique, la réponse & une perturbation sera faiblement amortie.
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Il est nécessaire, pour obtenir un systéme suffisemment amorti que le lieu
de transfert posséde une «marge de sécurité» par rapport au point critique.
Le réglage d’un systéme asservi sera la recherche d’'un «bon» compromis
entre les deux contraintes opposées :

sécurité ;
{ bonne performance en régime transitoire.

[.’emploi de méthodes harmoniques ne devra pas faire oublier que les
réponses du systéme en régime transitoire sont aussi trés importantes.

5.4.2 Facteur de résonance ou coefficient de surtension

Soit H (jw) la transmittance d’un systéme en boucle fermée. Le coefficient
de surtension () est défini par :

_ |H|maxi
©=TH(O)

On considére généralement qu’un coefficient de surtension de 1,3 (soit 2,3
dB) permet de satisfaire aux conditions de sécurité et d’amortissement conve-
nable.

5.4.3 Marge de phase

La marge de phase est la différence de phase entre la phase du point de
la fonction de transfert en boucle ouverte de module 1 et la phase du point
critique -180° Dans I'exemple de la figure 5.6, la marge de phase est :

My = —159° — 180° = 21°

Le systéme correspondant ne présente donc pas une marge de phase suffi-
semment importante pour garantir une bonne stabilité en boucle fermée. Il
devra étre corrigé.

La notion de marge de phase est commode car elle permet d’étudier la
stabilité et la correction d’un systéme dans le plan de BopE. Pour la majorité
des systémes, il est pratiquement équivalent de respecter :

— soit la condition de marge de phase inférieure & 45°

— soit la condition de coefficient de surtension < 2,3 dB
(en notant bien que la marge de phase est définie en boucle ouverte lors que
la surtension ’est pour la boucle fermée.)

5.4.4 Marge de gain

[’affixe du point critique a pour module 1 et pour argument -180°. Fixer
une marge de gain, c’est donner une distance a respecter entre le point de la
fonction de transfert en boucle ouverte pour lequel la phase vaut -180° et le
point critique. Dans I’exemple de la figure 5.7, on mesure une marge de gain
de 15 dB. D’une maniére générale, on considére qu’un systéme convenable
posséde une marge de gain d’au moins 10 dB.
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20 db

-2 -1
10 10

((}Jlegrés Phase

Marge de phase

FiG. 5.6 — Marge de phase.

5.5 Exercices sur le chapitre 5

Exercice 12

Vérifier la stabilité des systémes ci dessous & I’aide du critére de RouTH

(i) _ (i) s(je)
12a. KG(jw) = S(jw)3+6(2jw)2+6jw

KG(jw) T
12b. KG(jw) = 55+ 10

20(jw)®+100(jw)?+120(jw)® +10(jw)? +55w+1

Exercice 13

On considére le systéme asservi donné par le schéma suivant :

e(jw) _ e(jw) X s(jw)
d d C(jw) G+ TJ
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Gain
10 db

0dB
0
o \ g7 marge de gain

-20 4

-30 4

Hz
-40 ™

10

degrés Phase
-90

-110 \\

-130 1

-150 A \
-170 1 T~
-190 1 -180 P
-210 - =

-230 ——

-250

— Hz

10 10

F1G. 5.7 — Représentation de la marge de gain pour F(jw) = m

13a. Pour cette question, C'(jw) = 1. Déterminer les conditions que doit
respecter K pour que :

i. le systéme soit stable,
ii. sa marge de phase soit de 45°.

-2

13b. Le systéme est corrigé a I’aide d’un régulateur : C'(jw) = %=+ 4;—@ + %
Reprendre les questions précédentes. Quel est l'intérét de ce régula-
teur ?

Exercice 14

Un systéme asservi est conforme au schéma fonctionnel c¢i dessous :

e(jw)  e(jw) X s(jw)
v Jo(I+T1 o) 1+ T55@) I

On prendra T = 0,1 s et T, = 0,01 s.
14a. Déterminer les valeurs de K pour lesquelles :

i. le systéme est juste oscillant,
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ii. sa marge de phase est de 45°,
ili. son coefficient de surtension est de 2,3 dB.

Dans ce dernier cas, déterminer la fréquence de résonance en boucle
fermée (wg) et la bande passante & -6 dB.

14b. Retrouver la valeur limite de K par le critére de ROUTH.

Exercice 15

Méme exercice que 5.5 mais avec Ty = 2 s et Ty = 0,5 s.

Exercice 16

Méme exercice que 5.5 mais avec le systéme défini ci dessous :

e(jw)  €(jw) K s(jw)

. 0.5 . ( ]2
dw(1+ 3555w+ 550

Rechercher, en employant le critére du revers dans le plan de BODE, les
conditions de stabilité des systémes ci dessous lorsque K varie.
N 1425w
17a. Gi(jw) = (G)?(140,25;w) (140,15w)
N (140,24w)(140,025w)
17b. G2(j&) = LRt iw)(1+0,0055.)?
SN (140,25w)(140,02;w)
17c. G3(1w) = 757w} (1472) (170,00570)7

Exercice 17

Exercice 18

[’étude fréquentielle en boucle ouverte d’un asservissement de position &
retour unitaire défini par le schéma fonctionnel ci-dessous, a donné le résultat
de la figure 5.8. (Ce systéme est & déphasage minimal).

o) el [T [ <)

18a. Déterminer sa transmittance en boucle ouverte et en boucle fermée, K

étant variable.
18b. Déterminer les valeurs de K pour lesquelles le systéme asservi :
— est 4 la limite de stabilité,

— a une marge de phase de 45°.
Dans ce dernier cas, quels sont les facteurs de résonance et la bande

passante & -3 dB.
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db Gain

.20 o

F1G. 5.8 — Courbe de gain (exercice 18).

60

100

Hz

18c. On interpose aprés le détecteur d’écart, un correcteur défini par le
schéma structurel de la figure 5.9. Déterminer la nouvelle transmittance

en boucle ouverte.

100
e 1uF s
25kQ
777 777

F1G. 5.9 — Correcteur (exercice 18).

18d. . Reprendre la question 18b avec ce nouveau systéme.
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Chapitre 6

Correction des systémes
asservis

Dans les chapitres précédents, nous avons donné les élément nécessaires
pour analyser le comportement d’un systéme donné, son amortissement, sa
stabilité.

Le projet d’'un systéme asservi doit présenter des performances imposées
en précision et en stabilité. Ces deux exigences sont contradictoires et ne
peuvent en général pas étre obtenues par un simple réglage de gain. Il faut
alors adjoindre au systéme des organes supplémentaires appelés correcteurs.

Ces correcteurs peuvent technologiquement étre classés en correcteurs
électriques, mécaniques, hydrauliques et pneumatiques, chaque type ayant un
domaine d’emploi préférenciel fonction de la technologie des autres éléments
de ’asservissement.

6.1 Stabilité et précision : exemple du second ordre

Influence de Pamortissement z sur la marge de phase. La figure 6.1
représente les marges de phase pour trois valeurs de z. L’influence de z
intervient deux fois ; en effet, lorsque z diminue :

1 la fréquence fo pour laquelle le module vaut 0 dB est déplacée dans le
sens des fréquences croissantes, donc correspond & une marge de phase
inférieure ;

2 la courbe de phase se rapproche de son asymptote, ce qui tend égale-
ment & faire diminuer la marge de phase.

Influence du gain statique K sur la marge de phase . La figure 6.2
représente les marges de phase pour différentes valeurs de gain statique. La
valeur de "amortissent a été fixée a 1. La courbe de phase est la méme quelque
soit le gain statique. Une augmentation du gain correspond a une translation
de la courbe de gain dans le sens croissant des ordonnées. La fréquence feo
du point critique est alors translatée dans le sens des fréquences croissantes
et la marge de phase diminue.
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! Lo T

30 | - ~—

-40 : ,

Hz

-20 T ! T~ 7201
-40 1 — 7 ~
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F1G. 6.1 — Fvolution de la marge de phase pour trois valeurs de z. Le gain
statique est le méme pour les trois courbes.

Influence du gain statique K sur la précision. le gain statique de

la fonction de transfert en boucle fermée est Kfj_l. Prenons le cas d’une

régulation ; entrée de consigne est donc constante : e(t) = Fy pour t > 0.

La sortie sera — en régime établi — s(t) = Kfil x Ey. L’erreur €, présente en
régime établi est donc :
K Fo
€ny = EO - X EO

K+1 T K+1
Dans I’exemple de la figure 6.3, on vérifie bien que I'erreur permanente

lorsque 'entrée est un échelon unité est approximativement de 0,1. Le calcul

donne : 101T =0, 09.

[’erreur permanente diminue lorsque le gain statique augmente selon le
graphe de la figure 6.4

Conclusion. L’exemple du systéme du second ordre met en évidence le

fait que la précision et la stabilité sont des objectifs qui devront faire 'objet
d’un compromis ou un simple réglage de gain parait insuffisant.

6.2 Notion de compensation

On sait que pour étre stable, le systéme a régler devra avoir un gain «pas
trop importanty, K1 et que pour étre suffisemment précis, il devra avoir un
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FiG. 6.2 — Influence du gain statique sur la marge de phase.

gain d’une certaine valeur Ky. On peut avoir :

K <« Ky

e(jw) ’ €(jw) P P (o) s(jw)

Si on posséde le moyen de déformer le lieu de transfert pour qu’il coincide
avec Ky F(jw) aux basses fréquences (précision) et avec Ky F'(jw) aux hautes
fréquences (stabilité), on aura concilié les avantages de 'un des lieux pour
la précision et de "autre pour la stabilité.

Compenser (ou corriger) un systéme aservi consiste a utiliser des organes
(correcteurs) permettant de modifier le lieu de transfert initial en lui donnant
une forme plus avantageuse.

Cette modification peut s’obtenir par plusieurs méthodes qui se placent
entre les deux extrémes suivants obtenus a partir de KoF'(jw) (défini par la
précision) que I'on cherche & déformer dans la zone des hautes fréquences
pour s’éloigner du point critique -1.

1 Correction par avance de phase : dans la zone de résonance du lieu de

transfert, deux points correspondant a la méme fréquence conservent
le méme module mais le déphasage du lieu corrigé est inférieur au lieu
initial.
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erreur de précision

entrée
1.0

0.9

sortie
0.8 A

0.74

0.64

0.5

0.4

0.34

0.24

0.14

0.0 T T T T T T T T T 1
00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Fic. 6.3 — Réponse d’un systéme du second ordre a retour unitaire. Les pa-
rameétres en boucle ouverte sont z = 2, wg = 2 rd/s et K = 10.

erreur permanente

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.14

o+ K
0

FiG. 6.4 — Evolution de Perreur statique d’un systéme a retour unitaire
lorsque [’entrée est un échelon unitaire.

2 Correction par controle intégral : dans la zone de résonance du lieu de
transfert, deux points correspondant & la méme fréquence conservent
la méme phase, mais le module du lieu corrigé est inférieur au module
initial.

Un systéme corrigé par avance de phase sera plus rapide qu’un systéme
corrigé par controle inégral.

Nous nous limiterons par la suite & ’étude de ces deux correcteurs, placés
dans la chaine directe. On les qualifie, de «correcteurs en cascade».

6.3 Correcteur a avance de phase

6.3.1 Principe

On modifie le le lieu de transfert dans la zone du point critique en in-
terposant un correcteur qui donne une avance de phase. Un réseau donnant
uniquement une avance de phase n’existant pas, on emploie en général des
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réseaux de transmitance :

1 .
Cjw) = Ltorjw avec a > 1

14+ 1w

6.3.2 Transmittance dans le plan de BODE

db Gain

20
18
16
14
12

10

8
6
4
2
0

degrés

0,01 0,1 1 100 1000
60 10

50 4 N
40 \
30 /

/ N

20 / N\

10 T SN

FiG. 6.5 — Correcteur a avance de phase avec T = 0,1 et a = 10.

La représentation dans le plan de BODE de la transmittance du correcteur
a avance de phase de phase est donné par la figure 6.5. On montre facilement
que la phase maximum apportée est :

¢4 = arcsin Z_T_ 1
Cette avance maximum se produit pour une pulsation :
1
= v

Il faut déterminer a et 7 pour que la marge de phase du systéme corrigé

Wm

pour que la marge de phase soit convenable aux alentours du point critique
du systéme corrigé.

6.3.3 Mise en oeuvre sur un exemple

On considére le systéme asservi a retour unitaire du second ordre dont
la transmittance en boucle ouverte est :
K
2z (Jw)?
L+ Sojw+

3
“o

T(jw) =
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avecC :

K =10
z=10,5
wo =27 rd/s

[.a représentation dans le plan de BoDE de sa transmittance est donnée par
la courbe inférieure de la figure 6.6. La marge de phase du systéme en boucle
ouverte étant My ~ 20°, on en conclut que le systéme en boucle fermée ne
sera pas suffisemment stable.

Aprés quelques essais', il s’avére qu’un correcteur & avance de phase ot
a=10et 7 = ﬁ donne une marge de phase M’ ~ 50°, ce qui est plus
«convenabley. La transmittance du systéme corrigé est donné par la courbe

inférieure de la figure 6.6.

db Gain

30
20 o
101 I

0-
-10 4
.20.
.30.
.40.
-50 4

/)
/

-60 T T
-2 -1 0
10 10 10

degrés Phase

- -

-20 | NN

-40 A A NEA

-60 - N

-80 1 NN
-100 A \ ~i
-120 A \ ' IR

-140 1 3 B
-160 A \—T\\\\ ~
-180 : : -

| S S SN
o

10 10 10 10

F1G. 6.6 — Systéme corrigé avec un correcteur & avance de phase. La marge
de phase progresse de 20° a 50°, le gain statique n’est pas modifié.

Effet parasite. On remarque que la présence du correcteur apporte un
accroissement du module. La fréquence f,, pour laquelle le systéme a un
gain de 0 dB est donc décalée vers les fréquences élevées, donc dans le sens
ou la marge de phase diminue ... Il convient donc de corriger le systéme

'Reéalisés avec le programme Scilab de 'TNRIA
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en centrant le correcteur sur une fréquence supérieure & la fréquence pour
laquelle la marge de phase est définie dans le systéme non corrigé.

Correction proportionnelle et dérivée. Pour des pulsations w < %,

1+ arjw
1

Si € est I’entrée du correcteur et ¢ sa sortie, on a alors :

14+ 7jw~1=Cjw) ~ ~ (14 arjw)

¢ (jw) = C(jw) x e(jw)
et pour les pulsations w <« % :

¢(w) = (1+arju)e(ju)
~ e(jw)+ arjwe(jw)
de(t)

(1) ~ et r—2~
= €'(t) €(t) + ar i

C’est pourquoi on 'appelle également correcteur a action proportionnelle et
dérivée.

6.3.4 Limitations

Limitation des possibilités de compensation. Ce correcteur est peu

efficace pour compenser des termes du type — L avec z petit. La

1+ 22 oot (2
“o

chute brusque dans la courbe de phase aux environs de wq est de 180° et

rend la compensation difficile par ce procédé.

On augmente la rapidité du systéme. On peut avoir des constantes de
temps qui ne sont plus négligeables. Ceci s’explique également par le fait que
la bande passante du sytéme s’élargit.

Le bruit est accentué par l'effet de dérivation. L’augmentation de la
bande passante est encore en cause. En pratique, on ne dépasse pas a = 10
a 15.

6.3.5 Reéalisation des correcteurs a avance de phase

Parmi les réalisations possibles, on note en particulier le réseau actif de
la figure 6.7a pour lequel on vérifiera que :
. s jw R2 14+ RlCljw
Ca(jw) = o)t 14 PaChje
e(jw) Ry 14+ RyChjw
Il suffit de choisir R{Cy > RyCs. 1l sera également nécessaire de mettre en
cascade un «gain» de -1 avec cette réalisation.

Concernant le réseau de la figure 6.7b, on vérifiera que :
s(jw) Ry " 14+ RChjw
e(jw) Ri+Ry 1+ 1;?11_'_]%2 Crjw

Ch(jw) =
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77777 1777771 1777771

(@ (b)

F1G. 6.7 — Réseaux €lectriques actif (a) et passif avec adaptation d’impédance
(b), réalisant la fonction d’avance de phase.

6.4 Correcteur & action intégrale

6.4.1 Principe

On recherche un correcteur dont ’effet essentiel sera de diminuer le mo-
dule dans la zone de résonance, donc aux hautes fréquences, sans le modifier
aux basses fréquences (pour garder la précision).

Un réseau donnant uniquement une variation de gain sur une bande de
fréquence étant irréalisable, on emploie un réseau de transmittance :

14+ 15w

= b>1
1 +b7'jw avec b >

C(jw)

Ce réseau aura :
un effet utile : la diminution de gain aux fréquences élévées,

un effet parasite : un déphasage pour ces mémes fréquences.

6.4.2 Transmittance dans le plan de BODE

Les courbes de gain et de phase ont des ordonnées de signe contraire de

celles d’un correcteur a avance de phase (en prenant a = b). Le déphasage

maximal se produit pour w,, = ]_\/g et vaut :
T

b—1
b+1

®,, = — arcsin

Action proportionnelle et intégrale. Pour des pulsations w > ﬁg,
d’ou : . . . .
1+brjw:brjw¢0(jw)’:7+7.-]w’1— I+ —
brjw b Tjw
Si € est I’entrée du correcteur et € sa sortie, on a alors :

€ (jw) = C(jw) x €(jw)

59



db

-10

Hz

100

Hz

FiG. 6.8 — Lieu de transfert du correcteur G action intégrale.

et pour les pulsations w >

€ (jw)

= €(1)

...d’ot le nom de ce correcteur. On "appelle également correcteur a action
proportionnelle et intégrale (PT).

1

v

1

12

% (1 + Tj—w> €(jw)
(04142
b

(6(t) + % / e(t)dt>

6.4.3 Mise en oeuvre sur un exemple

Le systéme & corriger est le méme que celui du paragraphe 6.3.3 (systéme
du second ordre avec z = 0,5; K = 10; wy = 27 rd/s). La transmittance
du systéme en boucle ouverte non corrigé correspond cette fois aux courbes
supérieures de la figure 6.9. Le correcteur retenu est défini par les paramétres :

b=>5et =19
w

0
[.a marge de phase passe cette fois de 20° & 45°. Le systéme complet est

représenté par le schéma fonctionnel suivant :
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Fic. 6.9 — Correction d’un systéme du second ordre par action intégrale.

e(jw)

s(jw)

e(jw) 141,59jw 1

v 1+7,96jw 1+0,159;w+0,0254(jw)? T

6.4.4 Reéalisation

Le systéme de la figure 6.10 réalise un correcteur a action intégrale. On

17777 77777

Fic. 6.10 — Schéma structurel d’un correcteur G action intégrale.

vérifie que :

s(jw) 14+ RyCojw

sGw) 1+ (s + Ry)Cajw

C(jw) =
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6.4.5 Limitations

— Un réseau correcteur doit généralement avoir des constantes de temps
supérieures a celles du systéme a corriger. Ceci peut étre génant :
— pour la rapidité des régimes transitoires ;
— pour la réalisation technologique des constantes de temps élévées.
Par contre, constituant un filtre passe-bas, il atténue I'influence des bruits
de fond sur le signal d’écart (¢)

6.5 Correcteurs mixtes

6.5.1 Principe

Le but de tels correcteurs est de cumuler les avantages des deux types
de correcteurs précédents. Ils sont trés utilisés. Le correcteur intégral agit
aux basses fréquences, et le correcteur dérivé aux hautes fréquences. Le dia-

db Magnitude

Hz

-20 | . S
~__ _— N

-40 ~ —
_60 4 \\ A\

-80 1 A
-100 N
-120 \\ S
-140 S

-160 | s T Hz
-180 T T T T

10 10 10 10 10 10

Fic. 6.11 = Diagramme de Bode du correcteur mizte.

gramme de BODE de la figure 6.11 représente ’action des deux correcteurs
vus dans les paragraphes précédents, pour le méme systéme et avec les mémes
applications numériques.
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6.5.2 Reéalisation
[.a transmittance & obtenir est de la forme :

1 ] 1 ]
C(jw) = + Tojw + T3jw

_l-I—lew 1+ yjw

avecC T < T < T3 < T4

On peut réaliser un tel correcteur a partir de circuits passifs. Une pre-
miére technique consiste & mettre en série les correcteurs précédents (a condi-
tion, bien entendu d’y prévoir une adaptation d’impédance). On peut égale-
ment, comme indiqué sur la figure 6.12 réaliser un correcteur réalisant direc-
tement la fonction désirée. Pour ce correcteur, on vérifiera, a titre d’exercice

R,
— L
C,
e R, S
/7777 17777

Fic. 6.12 — Correcteur muxte, a partir de composants passifs.

que la transmittance est

(1 + RlCljw)(l + RQCQj(JJ)
(1 + RlCljw)(l + RQCij) + R1Chjw

C(jw) =

et que les racines du dénominateur sont extérieures & celles du numéra-
teur.

6.5.3 Action proportionnelle intégrale et dérivée (PID)

Pour des pulsations comprises entre - et &, on a approximativement :
T1 T4

1 1 1

~

_— ~ f ——— ~
I+mjw =y ¢ 14 1yjw

~

[La transmittance du correcteur devient :

14+ m70) (1 4+ 37w 1 Ty + T ToTs .
( 2] )( 3] ) _ 4 2 3 + 2 3]w
1w T Jw T1 T1

C(jw) =

d’on :

s(t) = ZE2e(t) + & [ e(t)dt + 224

T1 T1

Cette derniére expression justifie le nom donné & ce correcteur : correcteur
a action proportionnelle, intégrale et dérivée (P.I.D.).

Le choix des différents paramétres se fera en fonction de ce qui a été vu
pour les correcteurs précédents.
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6.6 Exercices sur le chapitre 6

Exercice 19

Déterminer le type de correcteur réalisé par le schéma structurel de la
figure 6.13.

Fic. 6.13 -

Exercice 20

Tracer le diagramme de BODE du correcteur mixte du cours. (mémes
applications numériques). Faire apparaitre clairement les asymptotes et les
valeurs caractéristiques.

Exercice 21

La transmittance en boucle ouverte d’un systéme a retour unitaire est :

K
142s)(1+0,5s)

avec s = jw

T(s) = o

On le corrige avec un correcteur a avance de phase :

C(s) = M avec ¢ = 10
1+ 7s

La marge de phase devant étre au moins égale & 45°, déterminer 7 pour que
K soit le plus élévé possible. Donner la valeur de K correspondante. Quel
est alors le facteur de résonance du systéme bouclé?

Exercice 22

Partie IV du concours «Centrale 1997»
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